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PARATHENIE

Librin gé e keni para jush éshté dedikuar pér té mésuar léndén e
Matematikén né vitin e treté té arsimit té reformuar té gjimnazit e cila méso
oré né javé. Ai éshté né ményré komplete i pérpunuar sipas programit mési
lejuar nga Ministria e arsimit dhe shkencés té vitit 2002.

Duke e respektuar strukturén e pérmbajtjeve té parapara me pro
materiali éshté ndaré né katér tema: Funksionet eksponeng
Trigonometria, Elementet e kombinatorikés dhe gjasés dhe Gje
dhe ndryshimet né pérpunimin e materialit kérkon ecuri té kuja
parashtrimi i pérmbajtjeve mésimore nga ana e autoréve. Pérvoja
arsimore u mundésoi autoréve té kené ndjenjé pér neyofa he kérkéseat e nxénésve, pra

or né libér
logaritmike,
: litike. Specifikat
lhe té ndryshme nga

¢ oshé. Prandaj dikund sqarimet
truara, d;kwrd shumé té gjata dhe té

¢ cilét duhet t'i ndihmojné nxénésit ta perqef!e
materialin dhe veié logjikisht té gjykojé > Inényré krijuese té futet né té mésuarit e té
njéjtés. Atje ku éshté e nevojshme ¢ [ané ilustruar me vizatime té qgarta té cilat jané né
funskion té njohurive mé té mira té 2 S| eneésit |
ofrohen detyra konkrete, té
mundésoiné té vetkontrol

dhé” metodikisht té radhitura sipas peshés. Ato do t'i
ér té gjitha né fund té librit jané dhéné rezultate, pér

or ushtrime, me qéllim libri té jeté térési nga pjesa teorike dhe
té shfrytézohet, pa nevojé nga literaturé tjetér plotésuese né té
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NATYRA. JETA. MATEMATIKA.

{ : .
| Lulja e lotosit

Matematika éshté njéra ndér shkencat mé t&€ médhaja dhe mé4€ rénd&8ishme. Ajo me zbulimet e saja éshté bazé

pér zbulimet né shkencat (jera natyrore. N& 1€ zbulimet radhiten

i Shembull:
Né njé hubuomtim popullacioni i mushkonje

s pesé dité?
Nése i zévendésojmé né modelin sipas € cilit kryhet rritja e popullacionit t& mushkonjave té

verés do la fitojmé kEté sistem €

it té dyté prej sistemit fitojmé:
In3=2bln ¢ b=12In3= b = 0,5493 .

‘ Nése =1/2 In 3 e zévendésojmé né barzimin e paré prej sistemit, pér a fitojmé:

| 100 100

| g = - 3 Domethéné pas pesé dité do € keté y=100/3e"***** = 520 mushkonja.
e

Né kété shembull sigurisht ka shumé pyetje, koncepte dhe njehsime qé i ke té panjohura. Pérgjigjet pér ato do '1
gjesh né temén qé vijon. Pas pérvetésimit té pérmbajtjeve prej té njéjtés edhe vet do t€ mundesh t’i realizosh.

|
|
|
]




FUNKSIONI EKSPONE
DHE LOGA

1.1. FUNKSIONI EKSPONENCIAL @V
it ek

Shumé procese né natyré mund té pérshkruhen me ndihmén e

1

onencial. Ato jané
procese 1€ zbérdiimit radioaktiv, ndryshimi i shtypjes atmosferike me zmad eflartésisé mbidetare zma-

dhimi i numrit t€ bakterieve né procesin e shumimit té tyre, thyerj ités gjatciKalimit népér shtresén e ujit

et]. Prandaj me interes éshté shqyrtimi i kétyre funksioneve.

1. 1. 1. VIJIMI DHE GRAFIKU I T EKSPONENCIAL

N& vitin e kaluar shkollor e mésove in f(xy’=x’, ku baza e fuqisé éshté ndryshorja x, kurse

treguesi €shté konstanta, até e quajtém fi té vit shkollor do ta mésosh funksionin e formés f'(x)
=2" (dhe té ngjashme me &) ku baza ¢ kurse treguesi (eksponenti) éshté ndryshore x, até do ta
quajmé funksion eksponencial. Q¢ t

fugi, kété heré me tregues nu 10Mal, me ¢ka do 1€ jeté pérkufizimi komplet i fuqisé me tregues numeér

as pérkufizimit pér fuqi si prodhim prej shumézueséve té barabarté, simboli a”, ku

1. Zgjerimi,i konceptit fuqi
ﬁ €r n numér natyror, pasi €éshté e mundshme té shumézohen dy, tre, katér etj.,
1

¢ cilé jané té barabarté ndérmjet veti. Simbolet: &', o', a’,a">,a"

‘..., nuk kané kuptim né

t'i jepet vleré vetém sipas pérkufizimit. Né té¢ mésuarit e gjertanishém pér konceptin fuqi je njohur me:
pérkufizimin e fuqisé me tregues numér té ploté (atéheré ishte futur kufizimi i par€ a#0) dhe fuqi me tregues
numér racional, t€ shprehur si numér dhjetor me numér té fundém té vendeve dhjetore ose numrit dhjetor té
pafundém period:k, (atéheré ishte futur kufizimi i dyté a>0). E ke té njohur se pér fuqiné me tregues numér té

plot€, pérkatésisht numér racional vlejné kéto veti:



i3 =g R a =a,

m def
2, & __a™ " ax0; . a’ =1, az0;
aﬂ
30, @ "=a™" g% a “—-:—”,a # 0;
m
4°, (@-b)"=a"-b"; 9°. a" =%a™,a>0; n>1;
5. (%] = % b =0 10°.  nése a>0, atéheré a">0.
b

Tani do té tregojmé si fugia &' fiton kuptim, pér a>0 dhe x cfaredo nu
joperiodik me numér té pafundém té vendeve dhjetore). Me kété e kem1 zgjeri
tregues numér real, ku vetité 1° - 10° edhe mé tutje viejné.

Ideja themelore éshté shumé e thjeshté. Pér ¢farédo numér iracions

éshté numér racional i cili ka numér € fundém té vendeve dhjetoresdhe vieré péraférsi

iracional x.
E diné se nt=3, 1415926... Nése marrim ©t=3, 14,

14159

pérkatésisht

(2,4) > (2,639 32,676) D (2, 665; 2,667)> ...

& dhe afrohen me sakigsi t&, madhe kah numri 2¥2 , qé éshté ilustruar né
e pérshtatshme té pérdoret shénimi ADB, lexohet A éshté mbibashkési prej

Intervalet jané edhe aq

fig. 1. (T€ pérmen é
B, por do té tho 3

fig. 1.
Shqyrtim té ngjashém mund té béhet edhe kur baza e fuqisé éshté numrér a, ku 0<a<l.
Mund té tregohet se kéto fugi me tregues racionalé, sa treguesét mé shumé afrohen deri te numri
iracional (duke marré sa mé shumé vende dhjetore), pércaktojné numér t€ vetém real, ashtu gé té jené plotésuar
vetité 1° - 10°.



Veértetimi i tejkalon kornizat e matematikés sé shkollés sé mesme, kurse ményra qé u parashtruar mé larté
duhet vetém t€ mundéson ta kuptosh ekzistimin e numrit té vetém real ' pér >0 dhe x ¢farédo numér real,
Dhe né fund t€ kétij shqyrtimi t€ vérejmé se pér fugi me tregues real vien:

-Pér ¢do a€ R, a>1 dhe xe R té atillé qé r<x<s, ku r dhe s jané numra racionalé,

a" éshté numér real pér té cilin vlen a'< ¢*<a’.

-Pér a=1 dhe x€ R, vlen a’=1.

-Pér ¢do a€ R, 0<a<l dhe x€ R atillé qé < x <s, ku r dhe s jané numra racionalé, a* éshté n

pér té cilin vlen "= a*2a’.

1
7 s 5 2 -y ) V5. V2 0,1
> Shembulli 1. 7'i krahasojmé numrat sipas madhésisé: a) 3* dhe 3*7;b) 0,2 .

1
Zgjidhje. a) T€ vérejmé se baza e fugive éshté 3, ku 3>1, kurse pér treguesin — <
1
'\/g = 2,236. Domethéné: 34 < 35,

b) Kétu té vérejmé se baza e fugive éshté 0, 2, ku 0<0, 2<I, ndérsa pér tre emi: 0,
1< ‘\/5 Domethéné: 0,2%' > 0,2‘5.

2. Koncepti dhe vetité themelore té funksioni

Pérkufizimi. Funksioni f: R— R', té dhéné me fu,
eksponencial.

Prej pérkufizimit, si edhe prej vetive(1°-10%¢ cilat vlejné edhe pér fugi me tregues numér real mund
t'1 pérmendim kéto. veti t& funksionit eksponenc

1°. Domeni D, (fusha e pé
d. m. th. D=R.
2°. Bashkésia V, t& e té

3°. Pér x=0, funksfioni cksponencial f (x) =a" ka vleré £(0) =1.
encialf (x) =a*, pér a>1 monotonisht rritet, ndérsa pér 2>1 monotonisht zvogélol et,

40. Funksioni.g

tetimi. Vetité 1° dhe 2° vijojné drejtpérdrejt prej pérkufizimit. Prej a’=1, vijon vetia 3°.
iné e fundit 4° do ta vértetojmé me implikacionet:
a) @>lAx<n=> a™ <a™,d. m.th.f(x) </ (x).
b) 0<a<lNx<x,=> @™ >a™ ,d. m. th. f(x,) > (x,).
a) Letéjeté a>1, x, x,€ R dhe x,<x,, d. m. th. x,=x,+h, ku />0. Prej a">1 vijon:
a“ =ag"*""=g" 4" >a".

b) Pérpiqu vet, vértetohet né ményré analoge. *



Si pasojé e vetisé 4° nxirren edhe vetité:

5% Nése a>1Aa™ <a™ = x, <x,,
6°. Nése 0 <a<lna™ <a™ = x, > x,,

7°. Nésea>0,a#1dhe a* =a™ = x, = x,

Vértetim=Do ta vértetojmé vetém pasojén e paré, pasi dy t€ tjerat vértetohen né

té jeté a>1 dhe a™ < a™ . Pér x, dhe x, i kemi kéto mundési: x,>x,, x;=x, 0se x,;<x,.
&shté i mundshém atéheré prej vetisé 4° vijona™ > a™ , gé i kundérshton kushtit;
éshté i pamundshém pasi atéheté do té kemi @™ = @™ . Domethéné ngel vetg

1 1 —pry—
= — 1 x -4
a) y=3"",b)y=2%,¢)y=4*"7, Q)JF(—] ,d)

is1 nénrrénjésore jonegative (pse? ), pra fusha e
oc), d. m. th. D=[0, =), ) D=[1, o).

ojmé monoloniné e funksioneve:

2% 1Y
., r*l‘ . |2 d 51!', s !
c)y=4 G)y—[BJ ) y= C)F(O‘z]

u i funksionit eksponencial

Tani ngel qé & konstruktojmé grafikun e funksionit eksponencial /'(x) =a' né lidhje me sistemin
ké ¢jté koordinativ xQOy. Grafiku i funksionit f(x) =a* €shté bashkésia e pikave (x, a"), xe R, d. m. th. G={
(x,a"), xe R}.
Pér grafikun e funksionit eksponencial f(x) =a', sipas asaj q€ éshté theksuar gjer mé tani, kemi:
-grafiku i funksionit /(x) =a' gjendet mbi boshtin x,
-grafiku i funksionit /(x) =a' e prené boshtin y né pikén (0, 1), pasi a"=1, pér ¢do ae R dhe a=l.

10



> Shembulli 1. Ta konstruktojmé grafikun e funksionit: a) f(x) =2",b) g (x) = [5) ;
/

Zgjidhje. a) S€ pari tabelarisht, kurse pastaj edhe grafikisht do ta paragesim funksionin f(x) =2* (fig la

dhe 1b), do té shkruajmé edhe f'(x) =y. Vlerat e funksionit i caktojmé né kété ményré: f(-2) =2“"=—2—2 = Z i

(0) =2°<1, £ (1) =2'=2 etj.

X
f)=2
N V
T g
it '
A -
- i
soo b
3 A7 ™
fig. la

ai afrohet deri te pjesa negative e boshtit Ox, i cili
lakores, grafiku i funksionit t€ shqyrtuar /(x) =2*.

Prej grafikut t€ funksionit f(x) =2*
asnjéheré nuk e prené. Né kété rast boshti

l X
b) Né & njéjtén ményré do ta'shq edhe funkdionin g (x) =[E) (fig. 2a dhe 2b),

¥

1 |2
Ll
2 | 4

11



1 x
Prej grafikut té funksionit g(x) =(E} mund té vérejmé se ai afrohet deri te pjesa pozitive e boshtit
J

1Y
grafiku i funksionit té€ shgyrtuar g(x) = E] ;
J

Ox, & cilin asnjéheré nuk e prené. Domethéné boshti Ox paraqitet edhe né kété rast si asimptoté e lakores,
> Shembulli 2. Né 1é njéjtin sistem koordinativ t'i paragesim grafikét e funksioneve ek
] i 1 )x I 1X I )x
ﬂ)J’=2:Y=ex:J’=3,b)}’= = La)=] ==l =] = «

2, \3, \4,

Zgjidhje. Grafikét e funksioneve nén a) jané paraqitur né fig. 3, kurse ato é fi araqitjen
tabelare béje vet dhe provo saktésiné (vérejtje e =2, 7182...) !

> Shembulli 3. Né té njéjtin sistem koordinativ t'i vizatojmé grafikét e funksioneve:

a) y=2" dhe y=2", b) y=3" dhe y= [%1 :

/
Zgjidhje. Grafikét e funksioneve nén a) jané paragitur né fig. 5, kurse ato nén b) né fig. 6. Té t&
ki el ]
érkujtojmé se 27'=—= — | .
perkujtoy > ) ;

12



i i
) i AN
i ;
N
R S B A e S 4 4 T
fig. 5 fig. 6

Prej shembujve té gjertanishém mund té vérehet se grafikét e

simetrik né lidhje me boshtin y. Me t& vérteté nése pika 4 (x,, y) g€ i tak

1 x
orafikut t€ funksionit F(—J

yo=a™ . Pika 4, (-x,, y,), simetrike me pikén A né lidhje me bo
a

-
pasi vien @™ =a ™ =—_1— =(—l~} .

4. Grafikét e funksioneve@ksponenciale y=a"+ m, y=a**” dhe y=a*" +m

Né shembujt gé vijojné do fi zitén e grafikut té funksionit sipas shénimit analitik.

€, Q€ pastaj ta vérejmé pozitén e tyre:

0 1 [2 [y & 2 T4 0 1 2 3
1 (1 [y=7 1 1 3
2 4 3
3 |5 |2 [¥»3" L |1 3
2 4 3
0 [_1|_3[|y=3% 1 1 3
2 4 3

13




/Cﬁﬁf

e translacion

1 X
a) Grafikun e funksionit F[EW +2, e fitojmé prej grafikut € funksionit™
/

1 X
pér dy njési né kahen pozitive té boshtit y (domethéné larté), kurse grafikun it };[5) -1 e fitojmé

/
l X
prej grafikut € funksionit y= (E) me translacion pér njé nj 1 negative té boshtit v, domethéné
/

poshté, (fig. 1).

b) Grafikun e funksionit y=3*" e fitojmé ikut (€ funksionit y=3' me translacion pér njé njési

rse grafikun e funksiionit y=3"~ e fitojmé prej grafikut té
funksionit y=3" me translacion pér dy njési itive 1€ boshtit x, domethéné djathtas, (fig. 2). =

Edhe né rastin e pérgjithshé

- Grafikun e funksioni ojmé me translacionin e funksionit y=a¢' né drejtim té boshtit y

shté nése m=<0.

- Grafikun e fu
|p| niési diathtas ng

embulli 2. Ta vizatojmé grafikun e funksionit y=3"" +2.

Zgjidhje. Grafikun e funksionit y=3""+2 e fitojmé prej grafikut (& funksionit y=3" me translacionin
pér nj@njési né kahen pozitive té boshtit x (djathtas) dhe pastaj me translacion pér dy njési né kahen pozitive té
boshtit y (larté), (fig. 3).
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fig. 3

> Shembulli 3. Ta vizatojmé grafikun e funksionit y=-2-1,

Zgjidhje. Grafikun e funksionit y=-2""-1 e fitojmé prej grafikut t& me translacion pér
tri njési né kahen negative t€ boshtit x (majtjas), ku fitojmé grafikun e funksionit y=2%%. Pastaj simetrikisht né
lidhje me boshtin x e fitojmé grafikun e funksionit y=2" dhe né mslacionin e kétij grafiku pér njé
njési né kahen negative t€ boshtit y (poshté) fitohet grafiku i ké

DETYRA

1. Cakto fushén e pérkufizimit pér funksio
| |

8) y=4*%, b) y=27 , ¢) y=5""2 T d)y=27
2. Cakto monotoniné e funksioni éset a) a>1, b) 0<a<l, ¢) a=1 dhe skicoji grafikét e tyre né

sisteme koordinative té
3. Duke i shfrytézuar vetité ionit eksponencial, cakto cili numér éshté mé i madh:

J3
- 2 1
a) 5% ose se (1,5F.¢) (;1 ose (0,5)”.
)

4. Né ¢ njéjt rdinativ vizatoji grafikét e funksioneve: y=3* dhe y=-3". Nxjerr pérfundim pér

Cjtin sistem koordinativ vizatoji grafikét e funksioneve;

h. ” -31 S.t I 4x 2: l,r ].:y Ix
V=3, y=2 == | Y| | y=Lhy=so|wy=(o sl sy ]yl
e 1 an v i - i L o L L b
f, y=-31dhe y =-342,

T y= 21‘, y = 2.r—l' y= 2.’:—1_2.
8y=2% y=2" y=2"%4],

9. Vizato grafikun e funksionit: y =-2"'+ 2,
B e S ————  ———————————————




1. 1. 2. BARAZIMI EKSPONENCIAL

Pérkufizimi. Barazimi né té cilin e panjohura giendet né treguesin e fugisé té paktén njé fugi, me
bazé numér real pozitiv, i ndryshueshém prej I, quhet barazim eksponencial.

Pér shembull: 5%=1; 2*°=4; (—g—} i 2"("T 8+x; 9 +2-3"=15; 2" =3 jané barazime

eksponenciale.
Zgjidhjet e barazimeve eksponenciale do t’i kérkojmé né bashkésiné e numrave real&, Metodé e

pérgjithshme pér zgjidhjen e tyre nuk ekziston. Por disa lloje té barazimeve eksponenciale mundesh vet t’i
zgjidhish duke zbatuar rregulla dhe ményra qé gjer mé tani 1 ke mésuar né matemafiké. Kéu do4€ ndalemi
vetém né format e atilla té barazimeve eksponenciale.
1. Barazimi eksponencial né té cilin me transformimet identike mundstésillet né formén:
o =a** a>0 dhe ax1. (1)
Né bazé té monotonisé sé funksionit eksponencial vijon se a>0 dhe a#1, barazimi (1) éshté ekuivalent me

barazimin:
) =g (9.

Domethéné kétu fuqité né barazimet eksponencialg i sjellim deri né baza té barabarta.

2Y 9
> Shembulli 1. 7i zgjidhim barazimet: a)’5'=25; b) 2924 ¢) (5] ZZ‘

2 N
¢) 3): =1 - 27; d} 2x+2x+!+25+2:5_6;lle) 3x+l+-'3}7l+3x—2__.51+51—l+5:—2.

Zgjidhie.
2)5*=25 &5 =2 = xR2;
b) 25 =4 2md=2Mmp 3=2=x=5.

X P ¢ 2 x -2
¢) 2 :2@ V- o = <1 ol 2 = x=-2;
3) gy \3) A2 3 3
93 U=27ep '=For-l=3ar=4x=-2,5=2

A2+ + 277 =56 27 +2:27 +427 =56 & ?~2'“=56@2‘=8 ©2 =2=x=3.

QM +377=5"+5"+5" o 33’t+3 3%+ — 3*~5 + = 5 +25 5%

x x 2
Dy B2 Laf2] <[2] 2x=2.
9 25 5 25 5 5

2. Barazimi eksponencial prej formés F [af (x}]= 0, ku a>0 dhe a#1, i cili me zévendésimin o’ ¥ =y
sillet né barazimin F[y]=

Nése zgjidhjet e barazimit F[y]=0jané y, (=1, 2, ...), atéheré zgjidhja e barazimit
Flaﬂx)J= O ssillet né zgjidhjen e bashkésisé sé barazimeve: @ =y, (i=1, 2, ...).
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NEé kété rast themi se barazimin eksponencial e zgjidhim me futjen e zévendésimit.
> Shembulli 2. 77 zgjidhim barazimet eksponenciale:

a) 7% —8-7"+7=0; b)4* +3.2*—4=0; ¢)3**5-2=3"2, ¢ 32 _4.37 1 3=0,
Zgjidhje.

a) Pasi 7°* = (TX) barazimi 7** —8-7* + 7 = 0 me zévendésimin »=T" sillet né barazimin }

sipas y, d. m. th. né barazimin y*-8y+7=0, zgjidhjet e té cilit jané y,=1 dhe y,=7. Tani prej barazi

(7"=7°) dhe 7°=77"=7") vijon se zgjidhjet e barazimit t& dhéné jané x,=0 dhe x=1.
b) Barazimi 4" +3:2" —4 =0 & 2% +3-2% — 4 = 0 me zévndésimin y=2" sillet né b

zgjidhjet e t€ cilit jan€ y,=-4 dhe y,=1. Prej kétu kemi: 2*=-4 dhe 2=1. Barazimi 2°=-4 nuk ka zgiidhi

numrave realé, nédrsa barazimi 2'=1 ka zgjidhje x=0, e cila éshté zgjidhja e vetme pér barazimj

¢) Barazimi 3*".2=3"" mud té transformohet né formén 3>*"1-3*2.2=0 os

& 3359 32 20, cili me zévendésimin y=3*" sillet né barazimin 3?2

2
»=1 dhe y,=- 5 . Prej tyre vetém zgjidhja e paré e cila i kénaq kérkesat pér zgjid azimit eksponencial
(pse!). Prej y=1 kemi 3"2=1, prej ku pér zgjidhje té barazimit t& dhéngfitojme x=-2.
ﬂ let né barazimin 3y*-4y+3=0
offtethéné +/x =0 dhe /x =1, prej
€ probleme anén e majté dhe té djathté
ion té ri 1 ashtuquajtur logaritmizim, té cilin

¢) Barazimi 32" —4.3%* +3=0 me zévendésimin
zgjidhiet e  cilit jané y,=1 dhe y,=3. Prej kétu kemi 3'* =1 di
ku pér zgjidhje té barazimit té dhéné fitojmé x,=0 dhe x,=
Nése déshirojmé ta zgjidhim barazimin e formés

t'i sjellim me bazé té njéjté. Kéto barazime zgjidh
do ta fusim né parashtrimin e métutjeshém.

DETYRA
Zgjidhi kéto barazime eksponenciale:

W

-

37 +372=21, b) 2% +3.4* = 64;

-52%~12=0; b) 4[iJ —12{2) +9=0;
9 3

2o

8.2)9°-3%-6=0; b)3*™ +32*=]2;

*9. 4)2°+2*!=3", b)5*+5"'=6%
%10, 272V = 4.3%%% _3,




1. 2. FUNKSIONI LOGARITMIK

Funksioni logaritmik éshté edhe njé funksion me té cilin do t& njihemi kété vit shkollor. Ai
ka zbatim té madh, si né matematiké ashtu edhe né shkencat tjera natyrore. Por sé pari éshté e
nevojshme t€ njihemi me konceptin e ri, koncepti logarit€m.

1. 2. 1. KONCEPTI PER LOGARITEM

Gjaté té zgjidhurit e barazimeve eksponenciale vérejtém se nuk disponojmé me rregull
pér zgjidhjen e barazimeve eksponenciale t€ formés a'=b, ku b nuk mund té paragitet né formé t€fi
bazé a. Pérkatésisht barazia a'=b, bazén e fuqisé a e caktojmé me operacionin e rrénjézini
fuqizimit, ndérsa pér caktimin e treguesit x fusim operacion t& ri logaritmizimi,
shénojmé me log,b. Treguesi x quhet logaritém, baza a baza e logaritmit, kurse

Mund ta shprehim kété:

Pérkufizimi. Logaritmi i numrit pozitiv real b, pér b a#l), éshté numri real x, me té cilin

duhet té fugizohet baza a, pér tu fituar numri b.

Shkruajmé:
(1
Barazimin né anén e majté dhe té valencés (1) shprehin varési té njéjté ndérmjet
numrave a, b dhe x, dhe dallohen vetém s
Nése né baraziné a™=b, x e zé
2
Baraziné (2) e quajmé id i themelor logaritmik dhe ai vlen pér >0, a#1 dhe b>0.
Drejtpérdrejt prej 1Zimit pér logaritém vijon:

O 1° log,1 = 0, pasi a’=1.
2%log,a=1, pasia' =a.
' 3’ log,a" =n,pasid’ =d".

Té vérejmé se numri 0 dhe numrat negativé nuk kané logaritém né bashkésiné e numrave

realé, kurse logaritmet prej disa numrave pozitivé me bazé t€ dhéné mund té pércaktohen pre;
pérkufizimit.
> Shembulli 1. Duke e shfrytézuar pérkufizimin pér logaritém (€ provojmé sakiésiné e

1
kétyre barazive: a) logs5=1, b) log,27=2, c) log,54=5 . G) l(:1g\l,5 4=2,d) log,9=-2.

3
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Zgjidhje. a) Eshté e sakté, pasi: 5'=5. b) Nuk éshté e sakté, pasi: 3#27.

I
¢) Kemi: 162 =4, prej kétu +/16 =4, domethéné éshté i sakté. ¢) Nuk éshté i sakté, pasi

-2 -1}?
\52 = 2. d) Barazia éshté e sakté pasi: [é—) = [(l) ] =3% =0,

3

N& shembujt g€ vijojné, me zbatimin e pérkufizimit pér logaritmizim, do té tregojmé s ia
log,b=x caktohet ¢farédo prej numrave realé a, b dhe x, nése dihen dy té tjerat prej tyre.

> Shembulli 2. 7a caktojmé logaritmandin e logaritmeve:
a)  log;b=2, b) log;b=-2, c) log, ,b=-1, ¢) log ;6=4, d)log,b=5.
2

Zgjidhje.
a) log;h=2=> 3>=b=> b=9, b) log,h=-2=> 5‘2=b=>b=% , ©) log, b @ I=p=> b=10,

0 log ;b=4=(2) =b=b=14, ) loglb=5=>( b=§~15.
2
> Shembulli 3. Ta caktojmé bazén e logaritm
a) log,4=2, b) log,25=-3, ¢) log, 3 3,¢)lo g 3= LY
] 4
Zgjidhje.

a) log,4=2=> a’=4, prej ku gjejmé a,=
logaritmit vlen a>0, prandaj zgjidhj

a,=-2. Prejjpérkufizimit pér logaritém kemi se pér bazén a té
éshté vetém a=2.

b) log,125=-3=a =125

¢) log,0, 04=2

d) log, V3

li 4. T'i caktojmé logaritmet:
1

e ¢) log,v/3 ,¢) log ;7 4, d) log}_az.

a) Le té jeté log,8=x. Prej pérkufizimit pér logaritém 2*=8, d. m. th. 2*=2°, prej ku x=3.

1 1
b) Le té jeté log :'7:5 = x, domethéné kemi 5* = ZZ? , pérkatésisht 5'=57, prej ku fitojmé x=-2.

|
o 1
¢) Nése véndojmé log, B=x , sipas pérkufizimit kemi 3'=+/3 | pérkatésisht 3'=3? = x = 5
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1N x
¢) Nése véndojmé logﬁ 4 = x kemi (JE)‘ =4 & (22 } =4e22=2" % = 2, pérkatésisht x=4.

l X 4 e < .
d) Véndojmé log, a’ = x.Prej pérkufizimit: (—J =a & (a l) =dd oa = =>-x=2,x=-2.
=~ a

> Shembulli 5. Duke e shfrytézuar identitetin themelor logaritmik té njehsojmé:
1
o s —log, 3
a) ?Iog,Z’ b) 2I+Iog:3 , C) 52+I g,).’ Q) 32 I g,S, d) 42 )
Zgjidhje. a) 7|(‘lg?2 =i 2, b) 2l+il:lg:3 = 21 i 2|Ogl 3 =2 _3 = 6, c) 52+|0g52 = 51 .5|0352 — 25_ 2

311:335

i 1 yloga 3
g 3w =32.37ms 9. 1 =9‘é:“§’ d) 45]0813:(43} -

DETYRA

1. Barazité g€ vijojné shkruaji né formé té barazive lo

-1
2) 2°=32, b) 30:1,.1)5-2:%, ) [3) =2, @) (V3)

5
2. Barazité gé vijojné shkruaji né formé té

a) log,64=3,b) log —1-—-=f~2, ¢) log,, 2, ¢)
100

3. Caktoji logaritmet: a) lo g,1257 ¢)log 516, ¢) log,;

4, Cakto bazén e logaritmeve: a) I

¢) log,2, 2

1
5. Caktode andin/e logaritmeve: a) log,b=5, b) log,, b= 5 ¢) log, ,6=3,

e:a) X = 51*"’8: 4’ b) X = 61-tog,,s-

érteto se: a) log, (log,16) =2, b) log, (log,8) =1.
jehso: a) log, (log; (log,64)) , b) log, 64 -log,16-log, 4-log,1.

BRIGS, HENRI (Briggs Henry 1561-1630) — matematikan anglez, profesor né kolexhin e Londrés. Me

késhillimin e matematikanti Skocez Xh. Neper éshté marré me logaritmet. E ka botuar veprén Aritmetika e

logaritmeve né té cilén jep edhe tabela me bazé 10, t€ njohura si logaritme dekade ose t€ Brigsit.
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1. 2. 2. RREGULLAT THEMELORE TE LOGARITMIZIMIT

Shprehjet algjebrike logaritmohen né bazé té kétyre rregullave.

Teorema 1. Logaritmi pér bazé a (a>0, a#l), prej prodhimi té dy numrave pozitivé realé éshté i
barabarté me shumén e logaritmeve (é tyre pér té njéjtén bazé, d. m. th.

I log, xy =log, x + log,y I (

Vértetim. N€ pajtim me identitetin themelor logaritmik pér numrat x dhe y kemi:

x=a""%* dhe y=aqa"%" . (*)
Duke i shumézuar anét pérkatése té barazisé (*), fitojmé:

X y= alng, z. alag“ Pz alog“ xtlog, y !

Atéheré, prej barazive log, «"=n dhe log,a=1;
log,(x-y)=log, @ "% = log, x + log,

Teorema 2. Logaritmi pér bazé a, (a>0, a#\, prej herésit 1é d e pozilivé realé éshté | barabart
me ndryshimin e logaritmeve té pjesétueshmit dhe pjesétuesit pérh éité, d.om. th.:

(2)

| log,x"=n-log,x |
3)

¢ identitetin themelor logaritmik x = a'*®

xn - (alngu X )’ = anlng(, X .

=nlog, x..®

rlog, x

Atghére: loga(x")=logaa

**t¢ dy anét i fugizojmé né fuqiné n, pra kemi:

Pasoja. Logaritmi pér bazé a (a> 0, a#l) prej reénjés 1¢ numrit pozitiv real éshté i barabarié me
logaritmin pér bazé a prej numrit nénrrénjésor, i pjesétuar me treguesin e 1rénjés, d. m. th.:

log, «
og e =0~ @
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Né shembujt qé vijojné té gjithé logaritmet né njé shprehje kané bazé té njéjté (shpeshheré pér
bazé e marrin, numrin 10) dhe até nuk do ta shkruajmé né vecanti, pérve¢ nése nuk éshté theksuar cila
éshté baza.

> Shembulli 1. 7"i logaritmojmé shprehjet:

4x x? 2x -3 vPw
yz, ©) 3 (xty), ¢) 2072, d) ;3/; €) z4y ;

a) 5x, b)

Zgjidhje.
a) Prej (1): logSx=log5+logx,

) 4xyz
b) Prej (2) dhe (1): log 3 =log 4 + log x + log y + log z—log 3,

c) log 3 (x +y) =log 3 + log (xy),
¢) Duke i zbatuar njépasnjé (1) dhe (3) kemi:
log 2xy*2=log 2+log x+log y*+log z’=log 2-+log x+2log y+3log z,

2
X

‘3/; =logx® +log,[y —logz* = 210gx+%logy— 0gz,

Z

d) log

.32
e) logu—;y~lv—=log2+logx +§logy+%logw
Z

Logaritmet shfrytézohen né njehsime té ematiké dhe shkenca tjera. Gjithashtu me
zbatimin e tyre thjeshtéschen shumé formula m
njehsojmé vlera té shprehjeve numerike, e & vérejmeé se sot, me sukses, até e béjmé me kalkulatorét
ekzistues edhe pa zbatimin e logaritmeye. érséri do té tregojmé se si njehsohet vlera e shprehjeve
numerike me logaritmizim, ku do t’i jmé edhe rregullat pér logaritmizim, por do 1€ njihemi edhe me
operacionin antilogaritmizim.

Pér gjetjen e logaritmit prej n dhéné mé paré shfrytézoheshin tabela speciale t€ pérpunuara,
por né kohén e fundit pér kété qe ashtu i shrytézojmé kalkulatorét. Pér shembull, té caktojmé log 21,
1149. E fusim numrin shtypim tastin log (logaritém me bazé 10) dhe né displej fitohet vlera I,
324589029.

Do ta tregojmeéuménysén pér gjetien e numrit logaritmi 1 té cilit éshté dhéné, pérkatésisht le té jeté
dhéné se: log x Meényra e gjetjes sé numrit x quhet antilogaritmizim, dhe i pérmban kéto hapa: sé
pari né kalkula wmrin 1, 324589, pastaj e shtypim tastin 2ndF ose te disa kalkulator INV pastaj log

391,32

23,7749

embulli 2. T¢ njehsohet: a) x=5,43-13,57°, b) x

Zgjidhje.
a) »=5,43-13,57°

log x = log (5,43 - 13, 57°)

log x =log 5,43 + log 13, 57°

log x =log 5, 43 + 3log 13, 57

log x = 0, 734799829 + 3- 1, 132579848

log x = 0, 734799829 + 3, 397739543

logx=4,132539372 = x=13568, 73535.
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3
b) x= 301,32

2372.49°
log x = %log 91,32 —(2 - log 23, 7 + log 4, 9)

log x = %-1, 960565903 - 2-1, 374748346 — 0, 69019608

log x =0, 653521967 — 2, 749496692 0, 69019608
log x =0, 653521967 — 3, 439692772
log x=-2,786170805 = x=0,001636172.

Sikurse tani mé treguam shpeshheré shfrytézohen logaritme me bazé 10, té

dekade. Ato shkruhen me log x né vend me log,,x ose shpeshheré me lg x.

swgmﬂmﬂ

Tani té€ vérejmé njé veti {€ logaritmeve t& numrave pozitivé realg oné mund t’i

shkruajmé né t€ ashtuquajtur formén standarde: x = a-10*, 1<k <10 keété géllim té kérkojmé

logaritme (me bazé 10), pér shembull prej numrave: 0, 002; 0, 02; 0, 2; 2; 208 000. (Té pérkujtohemi se
lg 10 = 1, ndérsa me kalkulator mund té caktosh se Ig 2 = 0, 3010,

0,002=2-10 > =1g 0, 002 = Ig 2-10 “=1g2+1g10 @ Ig10 =g 2+ (-3) =-3 +Hlg 2=-
3+0, 30103;

0,02=2:10" =1g0,02=-2+1g2=-2+0§30

0,2=210" =1g0,2=-1+Ig2=

2=2-10"° = 1g2=0,30103=0+0, 30103:

20=2-10" =1g20= 2 ,30103;
200=2-10° =1g200= 2=2+0,30103;
2000=2-10" 0 lg2=3+0,30103;

gua mund té véresh se logaritmet e numrave ¢farédo té zgjedhur kané njé mbledhés
ndryshojné vetém te vlera e mbledhésit t& parg, i cili éshté numér i ploté.

ényré t€ ngjashme pér ¢farédo numér pozitiv real x kemi:

lgx=k+lga,
poashttt numri i ploté £ quhet karakteristika, kurse lg a, quhet mantisa e logaritmit té numrit x dhe shénohet me
m. Pasi 1<a<10 kemi se lg a éshté numér jo mé i vogél se 0 dhe mé i vogél se 1, provo! Domethéné mundemi
shkurtimisht t€ shkruajmé
lgx=k+mkuxe R, ke Z, me[0, 1).
Pér gjetjen e karakteristikés té ¢farédo numér pozitiv real vlen:
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1) karakteristika i logaritmit dekad té numrit x, 0<x<l, éshté numér negativ vlera absolute e té cilit éshié e
barabarté me zerot para shifrés sé paré té x qé nuk éshté zero.

2) Karakteristika e logaritmit dekad té numrit x, x>1, éshté pér njé mé i vogél se numri i shifrave té pjesés sé
tij té ploté.

Njehsimi i mantisés sé logaritmeve té€ numrave éshté ményré e ndérlikuar, prandaj mé paré
shfrytézoheshin té ashtuquajtura tabela logaritmike (ato ende jané né pérdorim). Ne | itmet e
numrave i gjejmé duke shfrytézuar kalkulator, q€ sigurisht &shté mé i thjeshté.

DETYRA

1. Cakto (me kalkulator): a) lg 234, 56; b) lg 78, 9; ¢) Ig 3, 987; ¢) g 0, 25; d) 1g@, 013

2. Cakto x nése: a) lg x =0, 106099; b) 1g x=1, 486; ¢) lg x =3, ¢) lg x=-2, 468521.

+ Niehsoseneser) £ %lgﬁ; 4 B %lg %; BO7+2lgasa.
3
4. Logaritmoji shprehjet: a) Sac; b) 23adp o) c-Va’bt; d) Eab2 .
c

5. Njehso vlerén e shprehjev.

_S,‘
4 3J§; o) =——~27’69 0;949 g

Q on tabela logaritmike té cilat edhe sot jané né pérdorim. Né vitn 1617 e boton veprén Njehsimi me
pra logaritmike, né té cilén jep ményrén gjysmautomatike pér shumézimin e numrave.




1.2.3. LIDHJET NDERMJET LOGARITMEVE ME BAZA TE NDRYSHME

Do té tregojmé se mjafton t’i dijmé logaritmet pér njé bazé (shpeshheré 10) qé t&¢ mund té kalojmé né

logaritme me bazé tjetér. Kalimi prej logaritmit pér njé bazé nga logaritmi me tjetér bazé me kété lidhje ndérmjet
logaritmeve me baza té ndryshme:

|
| dog, b=28e®  Lbee B, gewl
L log.. a

Vértetim. Identiteti themelor logaritmik @'***® = b e logaritmojmé pér bazé ¢ dhe poashtu ﬁt

log, (alus,b ): log, b < log, b-log,a=log, b« log, b= log, b.
log,.a

Vértetim. Né lidhjen themelore ndérmjet logaritmeve me

- i shme do ta zgjedhim b pér bazé té re
té logaritmeve:

> Shembulli 1. Né ményré sa mé té thy ¢ njehsojmé: a) logg, 3; b) log,, 2.

7 Liogy2 Liogy3
- 1 2 goRas b2 1
b)logy, ¥2= —22°= =3 =3

Zgjidhje a) lOg 81
» Shembulli

log32  og,25 Slogy2 15
-log 315, b)logi2-log,9, c)log;8-logs49.

S 1+—lag—2=l+log3 3,
1g3 1g5 g7 lgll 1g13 1g3 lg3 g3

3 2 X i
2, OYlog, 8log 49=88 1849 _182° 187> 3-1g2 2:1g7 _
g7 lg4 1g7 1g22 g7 2-1g2

j lidhjes themelore ndérmjet logaritmeve me baza té ndryshme vijojné kéto lidhje:

a) log b=-::—log_ b b) log, b=-log, b c) log . b* =1log, b
a
Vértetim.
1 lgbh
a) logajt :_—-..g_i:_i-]g-_ =%loga b’ b) 1081 b= Ig? - igb_] - lgb = lgb =_Igab’
Iga ga y- Ig~ lga (=1)-lga lga
a
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»Shembulli 3. Duke i shfrytézuar lidhjet ndérmjet logaritmeve me baza té ndryshme, té
njehsojmé: a) log /-3, nése log,3=>, b) log, a , nése log,8=b,

c) log;4, nése log,3=a, ¢) logy 8, nése lg5=a dhe Ig3=b.
2 .
Zgjidhje.
a) log,3=log,3=—log,3=2log,3=2b,

al V
s ] .

r 1
b) log. ¥a =log, a3 ==log, a=log.; a=logga= =
) log, Va =log, a® =log, a=log a=logy =g
log, 4
= -log, 2° -2 4
C) ngJi4= 2J_= 1 82 :1 =—.;,
log, V3 “jog,3 —log,3
2 2 3 2 3
10

lg8 _ 1g2’ _ 3lg2 3l
Ig30 1g10-3 Igl0+lg3  1+b

¢) logs8 =

Né lidhje me logaritmet me baza t€ n

Bashkésia prej logaritmeve 1g(té gjithé numrave pozitivé realé pér bazé té njéjté a (a>0, a#l) quhet
sistemi logaritmik me bazé a.

Né praktiké mé sé shpeshti jané sistemet logaritmike me bazé 10 dhe me bazé e, ku numri
e=2,71828182845....

Sistemin logari té cilin e pérbéjné logaritmet me bazé 10 quhet dekad ose i Brigsit, sipas matematikanit
anglez Briggs (1561-1630)4 formoi tabela pér njehsimin e tyre. Ato shkruhen me log x né vend me log,x , ose
edhe me lgx.

k té cilin e pérbéjné logaritmet me bazé e quhet natyror ose i Neperit, sipas
apier (1550-1617) i cili gjithashtu ka formuar tabela pér njehsimine e tyre. Né vend té

Sistemi
matemati k
logx a elnx.

DETYRA

1. Pa e shfrytézuar kalkulatorin, njehso:
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< log, 5
a) log,3 -log;8, b)log,5-logs3-log,9-log,2-log;2, «c) log, ﬁ-logq 168 c;)gggig :
27

lg25 b 2log, 6-log, 3 . log, 64
lg125 ’ log, 144 log, 48—log, 6

2. Pa e shfrytézuar kalkulatorin, njehso: a)
3. Shprehe: a)log,;64 népérmjet log;2, b) logsﬁ népérmjet log, 3.

4. Saéshté: a) log ; a,nése log,a=b, b) 10&90%, nése log,a = b.

log, 7 b log, x

5. Vérteto se vlera e thyesave: a) 5 ; nuk varet prej x (x>0, x#1).
log, 17 log, x '
6. Vértetose: logs7-logs5-log,6+ 1=1log;21.
7. Vérteto se: : + : + ! =log, abc, (@>0,b>0,d30, x>0pa#l,b#1,c#1,x#1).

log, x log,x log, x

it
log, x log , x

8. Vérteto se:

=3log, a, (a>0,x>0; a#l, 1),

e e e ——

1.2.4. VIJIMI DHE'GRAFIKU I FUNKSIONIT LOGARITMIK

1. Té pérkujtohemiy gjate pérkufizmit té logaritmit treguam se log,x, ku a>0 dhe a#1, ka kuptim  pér ¢do
numér pozitiy real x, kurse vlera e log,x=b, mund t& jeté edhe ¢farédo numeér real, pasi treguesi b i fuqgisé
a"=x, éshté ¢farédo numeér real. Tani mund ta japim kété:

e s  ———————————
Pérkufizim. Funksioni f:R'— R, té dhéné me fix)=logx, ku a>0 dhe a#l éshté  numér real dhe x éshté
" ndryshorelg pavarur reale quhet funksion logaritmik.

Nébaze t€ pérkufizimit pér funksionn logaritmik f{x)=y=log x dhe vetive t& funksionit eksponencial, si edhe
lidhja qé vlen prej pérkufizimit pér logaritém log,x=y <> a'=x, mund t’i nxjerrim kéto veti pér funksionin
logaritmik dhe ta caktojmé kuptimin e tyre né lidhje me grafikun e té njéjtés.

1. Domeni D; (fusha e pérkufizimit) pér funksionin logaritmik f{x)=log x éshté
bashkésia e numrave pozitivé realé, d.m.th. D=R".

| 2°. Bashkésia V, e vlerave t& funksionit logaritmik f{x)=log x éshté ¢gdo numér real,
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d.m.th. V=R,
3% Pér x=1, funksioni logaritmik f{x)=log,x, ka vleré f{1)=0.
4°. Funksioni logaritmik f{x)=log,x, pér a>1 monotonisht rritet, ndérsa pér 0<a<1 monotom ht

zvogélohet, n€ téré domenin Dy.

Vértetim.
Vetité 1° dhe 2° vijojné drejtpérdrejt prej pérkufizimit t& funksionit logaritmik. Prej log,1
Ndérsa vetiné 4° do ta vértetojmé me vértetimin e implikacionit:
a) a>1 A X, <X, =logx <logx, dm.th. fix,)<fx,),

b) 0<a<l A x; < x, = log x,>log,x,, d.m.th. flx,)>f(x,).
a) Le té jeté a>1 dhe x,<x, dhe t'1 shénojmé log x,=y, dhe log x,=y,. Atéheré log,x
logXo=y> &> a”* = x, - Prej kushtit x,<x,, fitojmé a” < a” . Prej kétu dhe
vijon se y,<y,, domethéné log,x <logx,, pérkatésisht f{x,)<f(x,).
b) Pérpiqu vet, vértetohet né ményré analoge.

Si pasojé prej vetisé 4° nxirren edhe kéto veti:

5. Nése a>1dhe log,x;< lo , atéheré x;< x,
6". Nése a<1 lo

7°. Nése log,x; Xz, at€heré x; =x;,

X, , atéheré x; >x:

Vértetim. Do ta vértetojmé
dhe log,x,<logx,. Pér x, dhe x, i kemi

<0, domethéné D=(-0,0), ¢) x*+4>0, pér ¢do x€ R, domethéné D=(-ce,0),

i f = (x-2)(x+1)>0 => D=(-00,-1 ) (2,20).

2>0=> (1-x)(1+x)>0=> D=(-1,1), (pse?), €) -
X

>Shembulli 2. Ta caktojmé monotoniné e funksineve:

a) y=lgx, b) y=logy.x, c) y=logy(2+x), ¢)y=log, x, d) y=log;(x-4), ¢) y=log,(1+x").
2
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Zgjidhje. Funksionet nén a), c) dhe e) monotonisht rriten, pasi baza e logaritmit &hté numér mé i madh se
1; ndérsa funksionet-nén b), ¢) dhe d) monotonisht zvogélohen, pasi baza e logaritmit &shté numér ndérmjet 0 dhe |
(vetia 4%).

2. Grafiku i funksionit logaritmik

Tani ngel té konstruktojmé grafikun e funksionit logaritmik f{x)=logx né lidhje me sistemin kg
koordinativ t& dhéné xOy. Grafiku i funksionit fix)=log,x &shté bashkésia e pikave (x,logx), xe R", d.
G={(x,log.x)xeR"}.

Pér grafikun e funksionit logaritmik flx)=logx, ¢>0, a#1 sipas késaj qé€ &shté pérm jer mé tani,

- prej vetisé 1° vijon se ai gjendet djathtas prej boshtit t& ordinatés y.
- prej vetisé 2° vijon se ai gjendet edhe nén edhe mbi boshtin e abshis

- prej vetisé 3° vijon se ai e prené boshtin x né pikén (1,0).
> Shembulli 3. Ta konstruktojmé grafikun e funksionit: f{x)=log

Zgjidhje. Pér ta vizatuar gratikun sé pari do ta formojmé tabelén me pérshtatshme té zgjedhura

t€ ndryshores sé pavarur x dhe vlerave pérkatése pér funksionin log.x Pé&tshembull p

11(1
A==y I =
2

] = logz-;— = —1; pérx=3, /(3) do ta caktojmé me

fig. 1a fig. 1b

>Shembulli 4. Ta konstrukiojmé grafikun e funksionit: fixy=log, x.
3

29



Zgjidhje. Ngjashém si te shembulli 1., pér x=3, fix)=log, 3 =~—1. Nése duhet t& caktosh f(2), f(5) até

3
duhet ta bésh me kalkulator, por njékohésisht do ta provosh njohuriné ténde prej rregullave pér logaritmizim, kemi:

) g2 g2 0,301
=2, f2)= log, 2=-B%= .
per f2) g% L1 lgl-lg3 0-0477

g—.
3

pér x=5, f5)= log, 5= 85 185 _ 183 S 089 s o

3 gl 137 g3 047

3

Pér f{4) provo vet! Grafiku i funksionit f(x)=log, x Eshté paragitur né fig. 2a dhe 2b.
3

% 1112 3 (5
9 |3

y=log x |2 |1 |0]|-0,631]-1]-
AY
B
i-— -
& ¢ , ) 5 " 5t >
_ : y=log ;x
=] — \""“-i_.._____

fig. 2b
Prej grafikéve té mundemi ta vérejmeé se i pari afrohet deri te

jesa pozitive e boshtit Oy, i cili asnjéheré nuk e prené. Vijon, boshti Oy éshté

ioneve té shqyrtuar flx)=log,x dhe f{x)= log, x.
3
€ té njéjtin sistem koordinativ t'i vizatojmé grafikét e funksioneve:
0g5%; b) y=log,x dhe y=log,(-x).
je. S€ pari té vérejmé se prej lidhjeve ndérmjet logaritmeve me baza té ndryshme vlen:
. Domethéné me vizatimin e grafikut té funksionit y=-log,x, ne né realitet e vizatojmé grafikun e

pjesa negative, kurse tj
asimptoté e lakorev

két e fu

>Shem

ty=log, x.
3
rafikét e funksioneve nén a) dhe b) jané paraqitur né fig. 3 dhe fig. 4 pérkatésisht (tabelat me vlera

pérpiloji vet!). Poashtu mund t& véresh simetriné e grafikéve y=log,x dhe y=- log,x né lidhje me boshtin x, kurse né
rastin e dyté nén b) simetria e grafikéve t€ funksioneve y=log,x dhe y=log,(-x) né lidhje me boshtin y.
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_\ i y=logx
2

r\-\ /FIOV \\\ d /

Ei /1\ i' ;\:I 4 g >x 44 4 4 |\ t" /r d & 4 &>
! / y=~loh \ . f
|

Z

fig.3 fig. 4

>Shembulli 6. Ta vizatojmé grafikun e funksionit: y=log,(x+1)-2.
Zgjidhje. Ngjashém sikurse te funksionet eksponenciale, sé pari e vizatojmé

prej grafikut té funksionit y=log,(x+1) me translacion pér dy njési né kahen x
poshté). Té gjithé grafikét e pérmendur jané paragitur né fig. 5.

fig. 5 fig. 6

Prej pérkufizimit pér m e vérejmé lidhjen ndérmjet atij dhe fugisés te e cila e panjohura éshté né
?jtin sistem koordinativ t'i vizatojmé grafikét e funksioneve:

i |l od afikét e funksionit logaritmik y=logx dhe funksionit eksponencial y=a".
‘ y=log,x dhe y=2".

e funksioneve lehté do t’i vizatojmé. Ato kétu jané paragitur né fig. 6 dhe mund t&
ik né lidhje me drejtézén y=x (simetralja e kuadrantit t& paré dhe té treté). Kété veti e kané té
at funksionet reciprokisht inverse me té cilén do té njihesh né t& mésuarit e métutjeshém té matematikeés,
a edhe shumé njohuri t€ reja me t€ cilat duhet té pajisesh.
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DETYRA
1. Cakto fushén e pérkufizimit t€ funksioneve: a) y=log,(x-1), b) y=log, s(2-x),

+1
¢) y=log,(x*+3), ¢) y=log; % .

2. Cakto monotoniné e funksioneve; a) y=logyx, b) y=-logsx, c) y=log, s(x+1), ¢) y=Inx.
Duke i shfrytézuar vetité e funksionit logaritmik, cakto cili numér éshté mé i madh:

a) In 3 ose In 5, b) log; 1 ose log,3, ¢) logsm ose log, J5, d) 1080.5% ose log, % :
2

4. Né té njéjtin sistem koordinativ vizatoji grafikét e funksioneve: y=log,x, y=In x dhe
y=log.x. Cka véren?

5. Neé té njéjtin sistem koordinativ vizatoji grafikét e funksioneve: y=log,,x dhey=log, .
Cka véren?

6. Né té njéjtin sistem koordinativ vizato grafikét e funksioneve: y=loggedhe y=log,(<x).
(Cka véren?

7. Me ndihmén e grafikut t€ funksionit y=log,x, né té njéjtin sistem koordinativ vizatoji
grafikét e funksioneve: y=log,x-1 dhe y=log,x+3.

Vizatoji grafikét e funksioneve:

*8. y=1-log,x. *9, y=-log, x+2. *10. y=log,(-xs1)+1.

3

11. N& t€ njéjtin sistem koordinativ vizatoji grafikét e funksioneve:

y=[é—} dhe y= logl x . Cka véren?

e e e s e

1.2.5. BARAZIMET.LOGARITMIKE

Pérkufizimi. Barazimi te i cili € panjohura gjendet né logaritmand ose né bazén e logaritmit té paktén né
njé logaritém quhetbarazim logaritmik.

Pér shembull barazimet: 10g.x=2, log,25=2, 1g(x+2)=3, log,3+log,x=2, lg(x+2)+lg(x-1)=1g4.

Barazimet logaritmike, njéjté sikurse edhe barazimet eksponenciale, do t’i shqyrtojmé vetém
né bashkésiné e numrave realé. Metodé e pérgjithshme pér zgjidhjen e tyre nuk ekziston, megjithaté disa
lloje té barazimeve logaritmike mud t’i zgjidhim me metoda elementare, duke shfrytézuar pérkufizimin
pér logaritém, rregullat pér logaritmizim dhe vetité e funksionit logaritmik.

1. Barazimi logaritmik i formés: log,x=b, a>0, a#1, ku a,be R, ka zgjidhje té vetme x=a’. Ngjashém
zgjidhen edhe barazimet logaritmike té formés: log,Ax)=b dhe log,,,c=b.

>Shembulli 1. 77 zgjidhim barazimet:

a) logsx=2, b) lg(x+2)=3, c) log,(x*-1)=3, ¢) log,25=2.
Zgjidhje.

a) logax=2 & x=5' = x=25,
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b)lg(x+2)=3 & x+2=10" = x=998,

Alog(x*-1)=3& x1-1=2° & x*=9 = x,=-3, x,=3.

¢)log.25=2 e x*=25=x,=-5, x, =5, prej t& ciléve vetém x,=5, i kénaq kushtet e bazés sé
logaritmit t€ jeté mé e madhe se 0 dhe e ndryshme prej 1.

2. Barazimi logaritmik i cili me ndihmén e disa transformimeve identike mund té sillet né formén:
log, f{x)=logg(x), a>0, a#1, &shté ekuivalent me baraziin f{x)=g(x), ku fix)>0 dhe g(x)>0.

>Shembulli 2. T'i zgjidhim barazimet:
a) lg2+lg x=1, b) log,x+log,(x+1)=1, c) lg(x-3)-1g(x-7)=Ig5.
Zgjidhje.
a)lg2+lgx=1 e lg2x=1g10 & 2x=10 = x=5.
b) log, x +log, (xt1) =1 & log,x:(x+1)=log, 2 & x-(x+1) =2 & xX*+x- 250 & x,=-2,x,=1,

prej té cilave vetém x,= 1 éshté zgjidhje, (pse!).
x-3

X—

¢) lg(x-3)-1g(x-7) = Ig5 & 1g"——‘% =1g5

x-

=5 ¢ x-3 =5x-35 = x= 8.Kjo éshté zgjidhje e

barazimit t&€ dhéné pasi i kénaq kufizimet pér x (pérgjigju cilat!).

3. Barazimi logaritmik i formés Fllog,f(x)]=0, a>0, a#1,me zévéndésimin log fx)=y sillet né barazimin
FIy]=0. Nése zgjidhjet e kétij barazimi jané y, (i=1,2,...), atéheré zgjidhja'ebarazimit F{log,Ax)]=0 sillet né
zgjidhjen e bashkésisé s¢ barazimeve: log flx)=y; (i=1,2,4.)-

>Shembulli 3. T zgjidhim barazimet:

a) lg’x-Tlgx+10=0, b) Slgx+ =7, ¢) l + x =
lgx S5-lgx 1+lgx
Zgjidhje.

a) Barazimi lg’x-7lgx+10=0, me zévéndésimin lg x=y sillet né barazim katror: y*-7y+10=0, zgjidhjet e té cilit
jané y,=5, y,=2. Atéheré prej lgx=5ufitojmé x,=10°, kurse prej lgx=2 fitojmé x,=100.

2
b) Barazimi 5!gx+]—— =7 _amezévéndésimin lgx=y sillet né barazim katror: Sy+— = 7 < 5y>-7y+2=0,
gX

i 2 : 2 ;
zgjidhjet e té cilitjané y, =i, y»‘-,_=-5— . Atéheré prej Igx=1 fitojmé x,=10 kurse prej lgx=g fitojmé x,=3/100.
1 2

c) Prej — + < =1, me z&véndésimin lgx=y fitohet barazimi:
5—-lgx T¥igx
1 2 2
FeT) + T 1Sy =5y +6=0, zgjidhjet e t& cilit jané y,=3, y,=2. Atéheré prej 1g3=3 fitojmé x,==1000,
e A %4
kurse prej lgx = 2, %, = 100.

>Shembulli 4. 7"'i zgjidhim barazimet:
a) log,3+logsx=2, b) log,x+logx=6, c) log,x - log;x=log,3.
Zgjidhje.

a) log,3+Hogx=2 & +log,x=2¢& L] + y = 2 (zévéndésimi y=log,x) &> y° =2y + 1 =0 = y=I,
y

log, x

domethéné log,x=1, prej kétu x=3.
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b) log, x Hlogsx=6 < log,x+ ll(;ng;:c=15 = —g— log,x=6 & log,x=4 = x=16.
c) log,xlog ;x= log,34:r—-—-————<=a (gx) =(g3) & x =3.x, =-;—.(Provoji zgjidhjet!)
g

4. Barazime té cilat zgjidhen me logaritmizim paraprak té t€ dy anéve t€ barazimit.
> Shembulli 5.Ta zgjidhim barazimin logaritmik: x>~ =100.

Zgjidhje. Me logaritmizimin e t€ dy anéve t& barazimit x> =100. ai sille arazimin:
lgx’ " =1g100 & (3-lgx)lgx =2 (Igx)’ -3lgx+2=0=lgx=1Igx =2. G théné

zgjidhjet e barazimit t& dhéné jané x,=10, x,=100.
Me metodén e logaritmizimit zgjidhen edhe disa barazime eksponenciale.

> Pér shembull barazimin: 4*=3 prej 1.1.2 tani mund ta zgjidhim me logarj néve té tij.

g3 0,477
e, Tpdieiot i 2lid =103 =s w2 = MY 5ot
Gie-ELTe gh=18 lgd 0,602

> Interesant éshté edhe barazimi: x*'
Zgjidhje. Me logaritmizimin e té dy anéve € tij fitojmé

lgx'=lgx & (x+1)Igx=lgx & (x+1)Igx—lgx=0 0=> x =0 dhe lgx=0, prej ku zgjidhje

1€ barazimit té dhéné jané x,=0 dhe x,=1.
DETYRA i

Zgjidhi barazimet logaritmike:

1.a)logyx=2, b)log,(3x-5)=2;

2.a)log,64=3, b)log

3.a)lg(x+8)—1g(x-2) 1 g(x-3)+lgx=

1-2lgx)(2-1gx)+1=0,

2 1
+ =1;
2+1lgx 4-lgx

fog,x +log,,x=3, b)log 4+log > 64=5.

idhi barazimet me logaritmizimin e té dy anéve:

a) W '=2 byx‘=x, c) X¥=10.

* 8 Zgjidhe barazimin: log, (4° + 4) =x + log, (2" -3)
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1. DETYRA PER PERSERITJE DHE PERFORCIM

1 V2-i i )
1. Njehso: a) aﬁ[~J : b)a eV o) o ? e
a

x=1
2. Vizato grafikun e funksioneve: a) y = (%J ; b) y=2-25",

Zgjidhi barazimet eksponenciale:
3.2)22 =8 b) 223 =42, ) 2:3* =32~

3 T B e o5
3 2 5] 13 3| \B) " 27

5. a) 5253 = g5% -, b) JZ?T—I=%/92_—::

6.2) 3+ 435" =108; b)5°"+3.55 .65+ 10=0.

7.a) $2-2:5-15=0; b)3*+9*" -810=0.

8. 2) 272" —4.3%% 41 3-0; b)5.464-7-58-6=0.

9. Njehso:

; o0gs 36

I
il —log 9
a) 25 4 ; (0‘25)4 °8 : 49—0.2510g79;

b) H34|og.,5 5 Slog‘, Slogs 4 :
10. Njehso:
a) log, 11 -log,44; log,;9-2log,;10; s 16 g,3;

logs16  1g72-1g9  Ig8+1

b k] *
) log, 4 lg28-1g7 21

11. Vizato grafikun e funksioneve: a 1 (x=3); b) y=1-log, (x+2).

Zgjidhi barazimet logaritmike®

g4, b)lg(x+1)=1g6-lgx.
lg x X
=25, b) log2-log,.2=log 2.

3
Zgjidhi barazimet:

18. a) 5'%:% =25, b) 5 * = log, x.
19. a) x? —x—x'8:6 =0 p)22oer _x_¢,

20, 27" 4+ 2 =90,
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NATYRA. JETA. MATEMATIKA.

Laseri Oscilimet me zé

- A e dini ndryshimin ndérmjet laserit dhe maserit (jo, maser’’)?

Q& t& dy jané vegla relativisht té reja, laseri €shté zbuluar né vitin 1960., disa Viet pas konstruimit té maserit
né vitn 1954. Principi i veprimit té té dy veglave, maserit dhe laserit €sht€ i n_]éjﬁ;. Ato}anc vegla kuanto elektronike
té cilét bazohen né emisionin stimulativ t€ rrezatimit elektromagnmh dhe dallohéh vetém sipas frekuencave té té
pérforcimit, pérkatésisht té gjenerimit t€ valéve me té cilat opeﬁ;&hel, Ma‘wret punojné né diapazonin e rrezatimit

mikrovalor (microwave), ndérsa laserét jané gjenerator ta*val@yc nga p?esa e pashme e spektrit t& rrezatimit

elektromagnetik, valéve optike (light). )
- Cfaré éshié lidhja me matematikén né perg;;tﬁ‘&[ Tidhja-ndérmjet fizikés dhe matematikés?

E madhe, e shthurur, sikurse né té kaluagﬁi ashtu’ __he sot. Rrezatimi elektromagnetik, valét elektromag-
netike, té pérmendura te maseri dhe laseri né hyfje jatié ndryshime periodike té fushés elektromagnetike e shkaktuar
me oscilime (lévizja e nxituar) e thérrmijayete elektrizuata.

Oscilimi pérshkruhet me aparatiinmatematik i cili éshté né bazén e pérmbajtjeve sé temés gé vijon. Qe edhe
njé shembull t€ oscilimeve mekanike, pér t& cilinfiendojmé se do ta kuptosh pas té mésuarit e késaj teme nése je
mjaft i durueshém dhe thellohesh né té) sikursé’edhe duhet né edukim dhe shkencé. Me konceptet e reja qé do t'i
hasish né té do té njihesh sé SJ,';\Q.EJKI ‘por.me siguri do té ngelin edhe puné té cilat do t€ duhet t'i mésosh m€ voné.

Shembull: Pika matermfégne maséym = 5g, kryen oscilime harmonike me amplitudé A = 3cm dhe frekiencé
0,5 5. Ta caktojmé.shpejtésiné epikés kur ajo gjendet né largési y=1,5 cm prej pozités barspeshore.
Zgjidhje: Barazimii i 1&vizjés harmonike osciluese éshté: y= A sin (@ 1+ @p). (1

Barazimi i shpej€sisé sé pikés éshteé: v=Awcos (0 t+ @,). (2)
(Shenjat gfperdorura jaf€marré nga fizika: y- zhvendosja e trupit né momentin e dhéné té kohés ¢, 4- amplituda,
[0 —frekﬁéﬁca-mv @, — faza fillestare, w t+@, - faza e oscilimeve).
Kefni: m = Sg= 510 " kg; A=3cm=510"m; 0557, y=1,5cm=1,510"7m.

2

:1,

2

Néged kuadrojmé dhe pastaj i mbledhim barazimet (1) dhe (2) fitojmé: %;7 + 7
2 e

2 2 -
Pasi @ =21 f, kemi: ¥4 _V_z — 1, prej ku pér shpejtésing v fitojmé: v = #2771/ 4> — p°

E}

A AR S
Né largési y=1,5cm prej pozités baraspeshore, shpejtésia e pikés do té jeté:

v=482.1022
p
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2

TRIGONOMETRIA
2.1. FUNKSIONET TRIGONOMETRIKE PREJ CFAREDO KENDI

Vitin e kaluar shkollor u njohém me konceptin funksion trigonometrik prej kéndit téfngushté
trekéndéshin kénddrejté. Tani do € njihemi dhe do t'i mésojmé vetité e funksioneve trigonométrike pérté

cilin argumenti éshté ¢farédo kénd, kénd i orientuar ose numér real. Pér até qéllim sé pam do ta zgjerojmé
konceptin pér kénd.

2.1.1. ZGJERIMI I KONCEPTIT PER KEND. MATAJA E Kii

Sipas pérkufizimit té€ kéndit, me té cilin je njohur gjer mé tani, e kéndit t€ matur né
shkallé mund t€ jeté mé sé paku 0° kurse mé sé shumti 360°, edhess

shumti 277 radiané. Kjo do té thoté se nuk mund té operojmé

€ s€ paku 0 kurse mé sé

é 1€ médhej se kéndi i ploté. Por
gjaté mbledhjes ose gjaté shumézimit té kéndit me numér
(27 radian€), kurse nése prej kéndit mé té vogél zbresim ké ¢ t¢ madh fitojmé kénd matja e té cilit

he shkencave tjera, duhet t’i pércaktojmé edhe

o ta fusim konceptin kénd i orientuar, kurse pastaj

se prej t€ dy kaheve t€ mundshme té rrotullimit njérén e zgjedhim pér

0 A ¢pozitive, tjetra Eshté negative. Zakonisht, pér kahe pozitive t& rrotullimit e
fig. gjedhim kahen q& éshté e kundért e rrotullimit té akrepave té orés (e vendosur
me anén ¢ pérparme pérballé nesh).

ufizimi 1. Kéndi i orientuar paraqget pjesé prej rrafshit qé e pérshkruan gjysmédrejtéza e
dhéné me rrotullimin rreth pikés sé fillimit prej ndonjé pozite fillestare, i marrur si krah i paré i kéndit,
deri te pozita e fundit, i marrur si krah i dyté i kéndit.

Nése rrotullimi éshté né kahen pozitive fitojmé kénd pozitivisht i orientuar (shkurtimisht: kénd
pozitiv), kurse néie rrotullimi éshté né kahen negative fitojmé kénd negativisht i orientuar

(shkurtimisht: kénd negativ).
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Gjaté paraqitjes gjeometrike té kéndeve té orientuar kahjen e
® ©  kéndit e shénojmé me shigjeté né fund té€ harkut me té cilin e shénojmé
e L endin

a) b) Pér shembull, kéndi oené fig.2a éshté kénd pozitivisht i orientuar me
fig.2 krahun e fillimit OA4 dhe té mbarimit OB, kurse kéndi fné fig.2b &shté kénd

negativisht i orientuar me krahun e fillimit OB dhe t€ mbarimit OA.
Gjaté t& shénuarit e kéndeve té orientuar krahun fillestar e véndojmé né vendin e paré, kurse krahun e
mbarimit né vendin e dyté. Pér shembull, pér kéndet né fig. 2 shkruajmé: o Z(OA4,0B) dhe ]

Sigurisht tani mé edhe vet vérejte se, me njé poz

krahéve jané pércaktuar mé shumé kénde té orien

1kollor u njohe me njésité matése pér matjen

i lidh kéto dy njési matése. Do t€ béjmé vetém njé
pérkujtim té shkurtér.

Njé radian (lrad) éshté njési ét e té cilit prej ¢farédo vije

1 jatésia e té ciléve €shté e barabarté

me rrezen e vijés rrethore (fig. 5).

Njé shkallé kéndore ¢éshté masa e kéndit i cili Eshté]_o e kéndit t€ ploté.

36
NE vijén rrethofe me r, té kéndit qéndror prej @ radian i pérgjigjet harku
[ =6 -r, kurse njésia ra e kéndit qéndror i cili i pérgjigjet harkut rrethor me gjatési
[éshte o=t fig4
-
i gsie kéndore né tjetrén realizohet me formulat
J:, L n
= = rad =0,0174rad 5 lrad = 180 =57°1745" 5 1I'= L =0,00029rad -
80 T 60
jésia radiale e kéndit éshté @ kurse njésia shkallore éshté , atéheré
T o
f=——-+c dhe a:lSO 0.
180 n

Me ndihmén e kétyre formulave e pérpilojmé kété tabelé pér shprehjen e disa kéndeve né shkallé dhe
radian (miré éshté t’i mbash né mend):

@ | 0 [30° |45 | 60°|90° | 120° | 135° | 150° | 180° | 270° | 360°
arad | o |z (2 |2 |2 |22 |3 |52 x |3 g
6 4 3 2 3 4 6 2

38



Kéndet e orientuar i masim me té njéjta njési matése sikurse edhe té pa orientuarit, me shkallé
dhe radian, ku numri matés pér kéndet pozitive éshté uumer poziliv, kurse pér kéndet negativ éshté numér

negativ. Pér shembull, me a=+45° (né radian 0:=+E ), do ta shénojmé kéndin madhésia e (€ cilit

€éshté 45° dhe €shté pozitivisht i orientuar, kurse f =-45°( né radian f = ~£) éshté kénd me madhési
45", por negativisht i orientuar. *

ME sé shpeshti, nése kéndi éshté pozitiv, e 1éshojmé shenjén ,,+".

Nése krahu ngel né pozitén fillestare pa béré ndonjé rrotullim fitojmé zero kénd me madhési 0°

(ose 0 rad.) (fog.5a). Kéndi zero éshté i vetmi kénd i cili nuk ka orientim.

Nése krahun fillestar e rrotullojmé rreth O né ,,+’* kahen deri sa té puthitet me pozi

oo T\ 360° 360"
Q 0
b) c)

+180

d) -180°

¢ ¢ kénd shtimtar

-180° (fig.5d)

Pérkufizimi 3. Dy kénde té orientuar jané té barabarté né
barabarté dhe jané me orientim té njéjté.

por me kahe té kundért, dhe ata nuk jané té ba é. Perdké étilleé i 0 A

Z(0A4,0B)=CC £(OB,04). fig:6
3. Operacionet me kéndet . Shumén o+ e kéndeve té orientuar « dhe fe
caktojmé me ményrén e njéjté si e paorientuar: né krahun e mbarimit té kéndit ¢, si krah
fillestar pér f, e lidhim kéndi ¢ jané t&€ mundshme kéto raste:

a) adhe [ jané té

b) & éshté po itiv éshiésegativ dhe poashtu Ia" |,3| (fig.7¢).
¢) & éshté poz shté negativ dhe poashtu |a| Iﬂl (fig.7¢).
Q% K & %
fig. 6

» Shembulli 1. Ta caktojmé shumén o+ pér kéndet: a) a=+60°, = +50°;
b) a=-45°, B=-60°; c) a=+90°, f=-30% ¢) a=-+30° B=-90°
Zgjidhje. a) 60°+50° = 110° (fig.7a);  b) (-45°) + (-60°) = -105" (fig.7b);
¢) 90"+ (-30") = 60" (fig.7c ) ¢) 30°+(-90) =-60° (fig.7¢) =
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Ndryshimin a -/ té kéndeve té orientuara & dhe f e caktojmé si shumé t&€ kéndit & me

kéndin e kundért té §, d.m.th. & - f=a +(=f) (fig. 8).
»Shembulli 2. Ta caktojmé ndryshimin o~

-8 a pér kéndet: a)o=120°, =70,
=h ' g a-p b) a=30°, =120° ¢) & =160°, B=-50°
N b 5 Zgjidhje.a)120°-70°=120°+-70°)=50"fig. 8a)
fig. 8 b)30°-120°=-90°(fig. 8b);
0)-160°-(-50°) = -110° (fidh8c)s

Prodhimi ke i kéndit té orientuar & me numrin k€ R éshté kénd madhésia e té cilit éslx_tﬁlk‘-la

?

dhe ka orientim té njéjté me o nése éshté k >0, por éshté me orientim t&€ kundért prej o nése €shté k <0
(fog.9).

» Shembulli 3. T"i caktojmé prodhimet:
a) 3- 45°% b) 3:(-45°); ¢)(-3)-(-45").
Zgjidhje. a) 3-45°= 135" (fig.9a);
b) 3:(-45°) = -135° (fig.9b);
c) (-3)- (-45° ) = 135° (fig.9¢c) = fig.9
4. Kéndi i pérgjithésuar. Do té b&mé edhe,njé¢ pergjithésim té konceptit kénd ashtu gg,
pérveg rrotullimt té krahut fillestar qé e bén deri saité puthitet me krahun e mbarimit, do t’i masim edhe

rrotullimet e krahut fillestar mé té médhenj se Mjé rrotullim i ploté.

Nése gjysmédrejtéza OA4 bén, pér shembull, njé rrotullim t& ploté rreth
O né Kahen pozitive, por pastaj té pérshkruan kénd a;mé t€ vogél se kéndi i
ploté, e fitojmé kéndin £(04,0B) =360°+a, (fig.10a)

Neése, gjaté pozités sé njéjté té krahut fillestar dhe t& mbarimit, krahu OA pér
b) ‘tu puthitur me krahun OB bén, pér shembull, dy rrotullime t€ plota né kahen negative,
*\ “porfpastaj edhe kéndi yné kahen negative, i cili éshté pjesé e motullimit & ploté, e
fitojmé kéndin £(OA4,0B) = -2:360°+y, -360°<y<0" (fig.10b)

fizno

Pérkufizimi 4. Kéndi numri matés i té cilit sipas vlerés absolute éshté

néstervalin [0°,360°) (n€ shkall€) ose [0,27z )(né radian€), e quajmé kénd elementar.
Me krahun e dhéné fillestar dhe té mbarimit kéndi nuk éshté pércaktuar njévlerésisht, por
ekziston bashkési e pafundme e kéndeve ku krahu fillestar dhe i mbarimit jané né t& njéjtén pozité. Té

gjithé ata kénde dallohen njéri prej tjetrit pér numér té ploté té rrotullimeve (pozitive dhe negative).

Pérkufizimi 5. Kéndi pér té cilni jané dhéné krahu fillestar dhe i mbarimit dhe éshté dhéné numri
dhe kahja e rrotullimeve té plota qé duhet t'i bén krahu fillestar qé té puthitet me krahun e mbarimit e

quajmé kénd té pérgjithésuar.
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Prej pérkufizimit vijon: numri matés i kéndit té pérgjithésuar éshté
o+ k -360° (né shkallé) ose a + 2kn (né radiané), ke Z, (1)

ku k éshté numri i rrotullimeve t€ plota né ,, +* ose ,,-"’, kurse & éshté kénd elementar.
» Shembulli 4. 7" shkruajmé né formé té

(1) kéndet: a) 840" ; b)-960°
Zgjidhje. Kemi: a) 840" = 2360+ 120" » Shembulli 5. 7Ta paragesim né formé té (1)
b) -960° = (-2)-  kéndin ﬁ:?ﬁTﬂ.

1.2 (] o
SOIP2A) one L3 30m+Tn ]
-960° = (-3)- 360° + 120° Zgjidhje. s = 5 .
9 3
> Shembulli 6. Nése shigjetat e orés tregojné orén Mdhe 35 minuta né
méngjez, ¢faré kéndi do té pérshkruan shigjeta e migtitave 1é tregojé
6 orén 3 pasdite.
fig.11 Zgjidhje. Q¢ ora té tregojé orén 8 né maéng e madhe duhet
té rrotullohet pér 150° (fig.10). Pasi prej 8 @ pasdite (ora 15) duhet
té kalojné 7 oré€, shigjeta e madhe duhet té€ béné 7 rrotullime té plota (né kakhe ative). Vijon, shigjeta e

DETYRA
1. Caktoje dhe grafikisht paragite shumén ot/ pér

or kalkulatorin shndérroji shkallét né radiané:
) 15%; b)-75"; ¢)105° ; ¢)-145°;
d)300° ; ¢) 72" £)520"; g)450°;
h)-390"; 1) 1040”; j)-2500".
7. Paragite kéndin né formén o+ 2km, ku ke Z, kurse

kéndet:

("]

a)a =210° f = —60°; b) a:—%,ﬁ:

2. Caktoje dhe grafikisht paragite ndryshi
kéndet:

) 215°, f =30 . 3 a éshté kénd elementar, O<a<2m
a)a =-215°, =-30°; =—W=—.
8 a) 157; b) 147, )wﬁ )Eﬁ, g 28,

3. Caktoje dh grafikisht paragite p > é

8. Paraqiti né shkallé ( pa e pérdor kalkulatorin) kéta

8 2:75°; b)3 radiané:a}.s_’l b) ]7”, c)__l_(’_n, ¢) EE.;
o ) 12 4 3 6

4. Paragite kéndin at+ k- 360°, keZ, ku « d) - 23:1 ey 132
gshté kénd ) ; b) 450° ; c) -960° ; 2 8
¢)1800° ; 9. Dhémbézor me 72 dhémbéza rrotullohet pér:

a) 3 dhémbéza ; b) 4 dhémbéza; ¢)18 dhémbéza,
5. i e motullimeve té plota ose pjesén e Njehso kéndin gé e pérshkruan dhémbézori né shkallé

dhe radiané.

10.  Shprehe né shkallé dhe radiané kéndin qé e
$ shkallé éshte: pérshkruan pér njé dité dhe naté

a)-330; b)45°; ¢) 120 ;¢)800° d) -12°; a) shigjeta e orés; b) shigjeta e minutave.

e)15°; £)-700°; g)-1080°. 11. Shprehe né radiané kéndin e brendshém té

a) 6-kéndéshit; b) 12-kéndshit; c¢) 24-kéndéshit té rregullt.

té ploté pér kéndet madhésia e té€ ciléve e
shprehur
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2.1.2. PERKUFIZIMI I FUNKSIONEVE TRIGONOMETRIKE
PREJ CFAREDO KENDI

1. Me géllim gé ta zgjerojmé pérkufizimin pér funksionet trigonometrike prej kéndit té€ ngushté
né trekéndshin kénddréjté edhe pér funksionet trigonometrike prej ¢farédo kéndi, do t’i bartim kéndet né
sistemin kénddrejté koordinativ t& zgjedhur xOy ashtu qé kulmi té jeté né fillimin e koordinatave, kurse

krahu fillestar né pjesén pozitive té boshtit té abshisave.

Pérkufizimi 1. Kéndi a éshi¢ né pozitén standarde

M J1 éshté né fillimin e koordinatave O (€ sistemit kénddrejté koordir kurse
_ krahu fillestar té puthitet me kahen pozitive té boshtit Ox
R Do t’i emértojmé kéndet edhe varésisht prej@saj
0 55 krahu i mbarimit té kéndit. Pér shembull, nés éshté né pozitén
' standarde, kurse krahu i mbarimit OM és a [1, do té themu se
fig.1 kéndi ¢ éshté né kuadrantin 11 (fig.1). 6
»Shembulli 1. 7¢ caktojmé né cilin kuadrant jané ké

a) @=950°; b) f=-2280°; ©) ,,=5_‘;_"__

Zgjidhje. a) Kemi:

JJ’
/‘\ Kéndi @ =950° éshté
240"
y b) —2280°

Li2gy
_/ f=-2200° és

fig.2 pér endin —120°.

.':)~§4—ﬂ=5{)+4 = 5-27r+i7r.Pasi£<iﬂ—<ﬂ',
5 5 5 2 5
kéndi ¥ =5_£517z_ éshté né kuadrantin L=

¥ y
+180" i
as ke
‘I% / % ’J‘Jn" X

& kuadrantin III (fig.2). Mundet edhe késhtu:
0°+240°, ku kéndi 240°€ (180°,270°) éshté kénd 1

fig.3
Kéndet e kuadrantéve jang, pér shembull, kéndet me madhési: —=360°, ~270°, —180°, -90°, 90",
180°, 270°dhe 360° (fig.3), por jo edhe gdo kénd qé ndryshon prej tyre pér numér té ploté & rrotullimeve.

Té vérejmé se pér kéndet e kuadrantéve vlejné kéto zbérthime:
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—-360°=-4-90° -270°=-3-90°, —180°=-2-90°,
180°=2-90° 270°=3-90° 360°=4-90°

2. Le té jeté o kénd i ngushté né kuadrantin e paré, dhe le té

jeté M(x,y)# 0(0,0) ¢farédo pike e krahut té€ mbarimit t& kéndit
v (fig. 4). Né trekéndéshin OMM: x =OM , éshté krah i pérbrinjshém

pér kéndin o y=M M &shté kateté e pérballshme pépfkendi, o,
fig.4 kurse r =OM =+/x* + y1 éshté hipotenuzeé.

tMe sinus,

(1

Té pérkujtohemi: pér kéndin e ngushté « né trekéndéshin OM M funksio

kosinus, tangens dhe kotangens jané pércaktuar me barasité:

; y x ¥V X
sin@==, cosa=—, lga==—, clga=—.
r r X v

Duke i pércjellur kéto pérkufizime do t’i pérkufizojmé funksione etrike sinus, kosinus,

tangens dhe kotangens prej ¢farédo kéndi. Pér kété qéllim do ta véstetojmé kété

D

Teoremé. Pér ¢farédo piké 1é zgjedhur M(xqp)
pozitén standarde, ¢donjéri prej raporteve

" mbarimit prej kéndit o né

(2)

éshté njévlerésisht i pércaktuar ose nuk

Vértetimi: a) Le té jeté a';ék rkatésisht & nuk éshté kénd i kuadrantit. Té marrim, pér
shembull, kénde né kuadran e 5). Le té jené M(x,y) dhe M{x’y") ¢farédo dy pika t€ krahut

t€ mbarimit té kéndit & ku @ # 0. T'1 shqyrtojmé trekéndéshat e ngjashém:
AOM M ~ AOM M’ (3)

Gjatésité e katetave t&¢ AOM M dhe AOM .M’ jané vlerat absolute prej koordinatave té pikave M dhe
M., dmth. OM_=|x|, MM _=|y|, OM’ =|x’| dhe MM’ =| y’|, kurse hipotenuzat jané r =OM dhe

r'=0OM’ . Prej ngjashmérisé (3), pér shembull, vijon:
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oM, K] 7 Bl _ Il
oM,

x

Pasi pikat M dhe M jané né kuadrantin e njgjté, abshisat x dhe x “jan¢ numra me shenjé té njéjté (qé € dy pozitive

=
- ™
-~
-

ose negative), pra raportet X dhe x_’ puthiten jo vetém sipas vlerés absolute, por edhe sipas shenjés. Vijon
r F

! x
X x_’ , q¢ do té thoté se pér kéndin e dhéné arraporti — nuk varet prej zgjedhjes s€ pikés M.
roor r

Pér tri raportet tjera teorema vértetohet né ményré analoge.

b). Le té jeté o kénd i kuadrantit, , ke Z

Pér ¢farédo pike té zgjedhur M prej kr:
1° pér Me Oy - boshti, x=0,
nése M e +0y , i=0, i=1
r r

ekziston (fig.6a);

= 0,)—, =—], — nuk ekziston (fig.6b);

g X
‘ =0, |x]=r, dhe atéherg:

= 1 L= 0, X huk ekziston (fig.7a);
r X ¥y

nése M € -0y,

< | =

2° pér

nése M e

5 e ' ¥ x
2) b) nése Me x,Z=O,'~=—l,Z=0, — nukekziston (fig.7b) ¢
__ x r x y
fig.7 Prej teoremés vijon se kéndit t&€ dhéné mund t’i shoqérojmé
nga njé numér real = ose 0 ose y# 0 dhe nga njé numér real 2 ose Z. Me kéto
r X y

etrike sinus, kosinus, tangens dhe kotangens prej kéndit cx.

Sinus i kéndit o éshté raporti ndérmjet ordinatés y7 té cfarédo pike M prej
wdit o né pozitén standarde dhe largésisé r té pikés M prej fillimit 1€ koordinatave

sing=2 4)
r

Pérkufizimi 2. Kosinus i kéndit o éshté raporti ndérmjet abshisés x té ¢farédo pike M prej
krahtip té mbarimit & né pozitén standarde dhe largésisé r té pikés M prej fillimit 1é koordinatave O,

dm.th.

cosa == (5)



Pérkufizimi 3. Tangens i kéndit a éshié raporti ndérmjet ordinatés y dhe abshisés x t¢ ¢farédo
pike M prej krahut té mbarimit té kéndit o né pozitén standarde, d.m.th.

tga=2, x20 (6)
x
Pérkufizimi 4. Kotangens i kéndit a éshté raporti ndérmjet abshisés x dhe ordinaiés y1é
¢farédo pike M prej krahut ¢ mbarimit té kéndit & né pozitén standarde, d.m.th.

ctga=>, y#0 (7)
y

»Shembulli 2. T"i caktojmé vlerat e funksioneve trigonometrike sin, , nése
krahu i mbarimit té kéndit @ e pérmban pikén M (-2,1).

Zgjidhje. Kéux=-2, y=1d Y% 12 =4/5 , kurse
o1 i sipas pérkufizimeve 1 — 4 kemi
oy h )
0 X
fig.8

DETYRA

3. Né€ sistemin kénddrejté koordinativ jané dhéné
pikat: a) (-1,3) ; b) (-2,-1); ¢) (2,-3).
Skico nga dy kénde té pérmbaruar ku krahut té mbarimit

1. Né cilin kuadrant éshté k&
a) 75°% b) 327 ¢)315
e)-98% f)-300°;

d) 359°%

t'i takojé pika e dhéné. Né cilin kuadrant jané ato
kénde?

4. Cakto funksionet trigonometrike sing, cosq, tgo,
ctgad nése krahu i mbarimit t€ kéndit @ né pozitén
standarde e pérmban pikén:

a) (1,0); b)(0,3); ¢) (-3.1); ¢)(-4,0);

d) (-3,3); €) (0,-4); 1) (2,-5).
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2.1.3. PERKUFIZIMI I FUNKSIONEVE TRIGONOMETRIKE
NE VIJEN RRETHORE TRIGONOMETRIKE.

1. Vija rrethore trigonometrike . Né rrafsh le té jeté dhéné sistemi kénddrejté koordinativ xOy.

Pérkufizimi 1. Vijén rrethore K(O,1), me gendér né fillimin e koordinatave O dhe rreze i=1, ¢
quajymé vijé rrethore trigconometrike.

Boshtet koordinative e ndajné rrafshin, por Bashkélme até
edhe vijén trigonometrike K. né katér pjesé té barabarta — kuadranté.
Piképrerjet e K me boshtet koordinative:

Ox N K ={A(1,0), 4,(=10)};0p O K =JBLOINB, (0} (fig.1)

Y
B(0,]
v
A(-1,0 a X
0 AL.0)
B0, - M
fig.1

Le t€ jeté o cfarédo kénd i zgjedhur né pozitén standarde. Atij i
pérgjigjet pika e vetme M e B(0O,]), kaitS&ajo eshtéfpiképrerja e krahut té
mbarimit & ¢ me K. Gjithashtu, do piké M nga vija rrethore pércakton
kénd géndror krahu i mbarimit té t& cilit gshté drejtéza OM, kurse atij i
pérgjigiet harku AM i vijés methore e jashtéshkruar prej pikés A4 gjaté
rrotullimit t& krahut OA rteth O der/te pozita e mbaimit OM. Nése kéndi o

éshté .+ i orientuar, atgherésedhe harku AM éshié .+ i orientuar; nése

kéndi céshté .- i orientuar, atéheré edhe harku AM.&shté . = iorientuar.
Mendo! Pika M a pércakton njé kénd'@ vetém®

2. N& t.2.2 treguam se funksionet tfigonometrike nuk varen prej zgjedhjes sé pikés M té krahut té

mbarimit té kéndit. Kjo do té thotd se vlerat edkétyre funksioneve nuk varen prej asaj né cilén largési prej

fillimit té koordinatave do tagnarrimypikénM. Nése pér ¢farédo kénd a pikén M e zgjedhim né largési té

barabarté » = OM =1, aj6"do té Shtrihet né vijén rrethore trigonometrike, kurse kéndi o (né€ pozitén

¥,

fig.2

standarde) do ta shqyrtojmé se si kéndi qé e formojné dy rreze t€ vijés

rrethore trigonometrike: OA si krah fillestar dhe OM si krah i mbarimit

té kéndit & (fig.2). Atéheré funksionet trigonometrike sinus dhe kosinus
prej ¢farédo kéndi & jané:

y X

1

sinaz—l—zy, cosax=—=x.

Tani mund t'i shprehim kéto pérkufizime pér funksionet trigonometrike

sinus dhe kosinus:

Pérkufizimi 1'. Sinusi i ¢farédo kéndi o né pozitén standarde éshté i barabarté me ordinatén e
piképrerjes M té krahut té mbarimit té kéndit me vijén rrerthore trigonometrike, d.m.th.
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Pérkufizimi 27-Kosinusi i ¢farédo kéndi a né pozitén standarde éshié i barabarté me abshisén e
piképrerje M (¢ krahut té mbarimit té kéndit me vijén rrethore trigonomerrike, d.m.th.

cosa =x (29

Prej (17) dhe (27) vijon se koordinatat e ¢farédo pike M(x,») prej vijés rrethore trigonometrike dhe
té krahut t€ mbarimit 1é kéndit & né pozitén standarde, jané vlerat e funksioneve trigonometrike sinus dhe
kosinus prej kéndit zd.m.th.

xX=cos@, y=sina

Vérejtje. Pér shkak té pérkufizimeve 1’ dhe 2’ funksionet trigonometrike sinus dhe k

funksione rrethore.
» Shembulli 1. Né vijén rrethore trigonometrike ta pércaktojmé pikén M e ci

mbarimit prej kéndit o= 30°.
Zgjidhje. N€ pajtim me pérkufizimet 1" dhe 2’ koordinatat e piki

. ) _— 1
x=co0s30° =22, ¥y =sin30°=—. Domethéné M(—{,H) "
2 2 2 2

Prej pérkufizimeve 17 dhe 27 dhe jobarazimeve —1< v <1, 1€ cilat i kénaqin abshisat

dhe ordinatat e ¢farédo pike prej vijés rrethore trigono se pér ¢farédo kénd a vlejné
jobarasité:
~1<sina <l

(3)
(4)

—~1<cosa<

dhe cosa jané funksione té kufizuara.

% 1 ; 3
té atillé: a) cosazg : b) sma’*—-g.

2
Pér paraqitjen gjeometrike té tangensit dhe kotangensit i fusim

onceptet boshti i tangensit dhe kotangensit.
m
Bosht té tangensit e quatjmé tangentén At té vijés rrethore
trigonometrike K né pikén A(1,0).kahja e té cilés éshté e njéjté me kahen e

boshtit Oy (fig.3).

Le té jeté a=£A0M dhe OMnAt = M(1,Y), atéheré vlen ky gjykim:

I Tangensi i kéndit o éshté i barabarté me ordinatén Y € pikés M(1,Y), d.m.th.
tga=Y. (5)
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VA i y ¢ Me té vérteté,
1° nése 0°<a < 90° (fig. 3), atéheré
y_ Y Y

Al 2705 tga’:——z_—z}’ZO
llﬂ)x ?/ A(1.0) x 04 1

M
' A\
Mx X O
o ¥ K X
NMOY) / 2° nése 90°<o<180° (fig.4), atéheré prej
37 ngjashmérisé AOMM, ~ AOM kemi:

v Y -Y
U:U :)L=_=>fg <0,
'x{ 1 =%

, pra OMNA=3,

= NE
x'y
rd

fig.4 fig.5

3° nése pika M éshté né boshtin e ordinatés (a=90° ose o=270"), até
d.m.th. tgar nuk ekziston (fig.5) ¢

Interpretim analog mund t€ japim edhe pér ctger

» Bosht té kotangensit quajmé bosh-
B MX. 2 e prek vijén rrethore trigonometrike

J ‘ ) n B(0,1) dhe ka kahe (¢ njéjté me
a?, hoshtin e abshisés.

Le té jeté M. (X,1) = OMNBc (fig.6).
Nga ngjashméria: AOMM ~AM. OB, me

shqyrtime analoge sikurse pér tangensin,

sipas fig. 6 fitojmé:

Kotangengigkendil o éshté i barabarté me abshisén e pikés M,, d.m.th.

ctga =X (6)
a caktojmé funksionin trigonometrik tga nése krahu i mbarimit é kéndit o i
); b) (1,-2).
dhje. a) Pika (l,ﬁ ) shtrihet né boshtin e tangensit dhe né pajtim me (5): tg = \E :

b) shkaqe té njéjta sikurse edhe nén a) kemi: tga=-2=

» Shembulli 4. Ta caktojmé funksionin trigonomtrik ctger nése krahu i mbarimit (€ kéndit a i
3
pérmban pikat: a)(1,1) b) (—g,l}.
Zgjidhje. Pikat pér té cilat koordinata e dyt€, éhté 1, shtrihen né boshtin e kotangensit. Sipas (6),

kemi: a) ctga=1 b) ctga:—-j—.
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DETYRA
L. N& vijén rrethore trigonometrike cakto pikén M e cila éshté né krahun e mbarimit té kéndit:
a) =45 b) a=65".

1
2. N€ vijén rrethore trigonometrike vendos piké abshisa e sé cilés éshté X =§ . Sa pika t€ atila ka? Si éshté pozita e

tyre né lidhje me boshtin x?

3. Cila prej kétye barasive éshté e mundshme: a) cosar =2 —Jf; b) sinex =J§— 2;¢) cosexr = J§—4 §

2.1.4. CAKTIMI GRAFIK I KENDIT DHE VLERES SE FUNKSIONEVE T

PER VLEREN E DHENE TE NJERIT PREJ FUNKSIONEVE.
SHENJA E FUNKSIONEVE TRIGONOMETRIKE

1. Pérkufizimi i funksioneve trigonometrike na mundéson gra caktojmé kéndin nése

¢sht€¢ dhéné vlera e njérit prej funksioneve trigonometrike, si edhe vlera a ;h
metrike.

sioneve tjera trigono-

» Shembulli 1. Ta caktojmé grafikisht kéndin e né

a) sinazé b) cosa =-0,5

Zgjidhje. a) Sipas pérkuifizimit t& fu
caktojmé pikén M né té cilén krahu i dyté 4

caktojné kéndet «dhe ¢ sinusi i

b) N& vijén rrethore et t€ caktojmeé pikén abshisa e s& cilés éshté -0,5 Né kahen negative té
, dhe népér pikén P térheqim drejtéz paralele me boshtin y (fig.2). Pikat M

ojné kéndet «dhe o kosinusi i té cilit éshté -0,5m

M,
¥, \
M A(1L0)
/ Q a x
(24 [#1

Pl-05 m A(1,0) :
x [ y X 1,5

1

‘P(I;-I.S}

fig.1 fig.3
fig.2
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» Shembulli 2. Ta caktojmé, grafikisht kéndin a nése éshté dhéné viera e funksionit trigonometrik
tga=-15.
Zgjidhje. Né kahen negative prej boshtit t€ tangensit bartim segment AP =1,5 Népér pikén P(1;
1,5) dhe fillimit té koordinatave O térheqim drejtéz p (fig.3). Piképrerjet M, dhe M, té drejtézés dhe vijés

rrethore i pércaktojné kéndet ¢ dhe a, té cilét do t'i masim me kéndmatés.
L]

> Shembulli 3. T'i caktojmé grafikisht vierat e funksioneve trigonometrike cose, tga dhe

ctgex nése éshté dhéné vlera sina = ﬁ% dhe a kénd prej kuadrantit 111.

B{O,l)iy ctg “i%___c Zgjidhje. Me konstruksionin e njéjté'sikurse né shembullin
i 1, né kahen negative prej boshtit y ba m =% dhe e
= tgax
M cos _x  pércaktojmé pikén M (fig.4). Abshisa s M éshté vlera e
2 A(10) kérkuar e cosa . Né vazhdim t€ f@ né prerjen me boshtin
; e tangenst e pércaktojmé pikén M dinata e sé cilés éshté e
M L barabarté me tgy kurseM€ prégjen me boshtin e kotangensit pikén M,
abshisa e sé cilés ésh ¢ me vlerén e ctga.m
fig.4
2. Shenja e funksioneve trigono grkufizimit té funksioneve trigonometrike
vijon se shenjén e vlerés sé tyre pér kéndete kuadrant té veganté e pércaktojmé né pajtim me shenjat e

koordinatave té pikave né ata kuadrantégKeéshtu i

1. Funksioni i sinusit ésht
kuadrantét 11l dhe IV, d.m.th.

2. Funksioni i

kéndet né kuaa L d.m.th.

angens dhe kotangens jané pozitiv pér kéndet né kuadrantin I dhe 111, kurse jané
ne, sndet né kuadrantin Il dhe IV, d.m.th.

n 3n
tga>0, ctga>0 pér 0<a'<5 dhe TLO<—

.o 3n
tgar<0, ctga<0 pér -5<a<7z’ dhe ?<a<27r.

Radhitjen e shenjave sipas kuadrantéve mund ta paragesim me skeme sikurse né fig. 5.
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+ + = - - |z
=3 - +
0 0 1 1 0 o 0
g
- - - + + § - + 5 -
21
sina cosa tga claa

fig.5

> Shembulli 4. Ta konstatojmé shenjén té numrave pa e caktuar vierén e @ e

trigonometrike: a)sinl20°; b) cos1000°%; c) sin(—%r) :

Zgjidhje. a) Kéndi a=120° éshté né kuadrantin II, prandaj sin120°>0;
b) kéndi #=1000°= 2-360°+ 280° éshté né kuadrantin IV, prandaj cos1000°>0;

o 4
) kéndi y=~=F =7 +Z éshié né kuadrantin II, prandj sin(~4—:-)

» Shembulli 5. Ta konstatojmé shenjén e numrave: a) tg220° - tg(— ) ctg(—lzT”).
Zgjidhje. a) Kéndi prej 220° éshté né kuadrant andaj  t220°>0, kurse kéndi
—1240° = (-3)-360° + (—160°) éshté kénd né kuadrantin II té tg(—1240°)>0. Vijon,

tg220° - tg(-1240°) > 0;
12z 10m+2m _

b
) 5 5
» Shembulli 6. 7¢ caktojmé t éshté kéndi a nése éshté:
b) sine>0 dhe cosa<0
[ |II | 1D G = v % I .

o E 1% = - Zgjidhje. Pér caktimin e shenjés sé funksioneve
cosa | + g gonometrike mund té shérbehemi me tabelén majtas, sipas té cilés
tgar |+ |- - lehté gjejmé:
ctger | * | - = a) cosar <0 dhe tgar>0 nése kéndi o €shté né kuadrantin 111;

b) sina>0 dhe cosa <0 nése kéndi & éshté né kuadrantin I1.=

DE

1. Cak’ afikisht kéndin o nése éshté dhéné vlera e funksionit trigonometrik:

a) sing = _l; b) cosa =0,25; c) cosa=—3 ; ¢) sina=06.
3 4
2. Cakto grafikisht kéndin o nése éshté dhéné vlera e funksionit trigonometrik
a) ggah%; b) ctga =1,5.

3. Né cilét kuadranté: a) sine dhe cosa kané shenja té njéjté; b) tger dhe ctger kané shenja t€ ndryshme;

c) cosex dhe ctgar kané shenja té njéjta.
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4. Né cilin kuadrant éshté: a) sina- cos@<0; b) cosa- ctga>0; c) £85% ;.

tgor
5. Pa e caktuar vlerén e sakté, cakto shenjén e shprehjeve:
sin120° tg20°-ctg210° iz 5w cosz—ﬂ tg"f—ﬂ-sin?—?it
a) = ; b)cos73°-1g235°; ©)—=——="___, ¢)sihn—-cos—; d) __3; € "¢ 4
1g340° sin250°-cos380° 8 4 57 T
Sy ey

6. Nése 0° < <90° (0<a< %) . Cakto shenjén e shprehjes:

) sin(180° —a)

a) sin(180°+a) 1g(270°+a); b) ©27-a); ‘
cos(270° — )

a
ctg(—+ o
g(z )

2.1.5. VLERAT E FUNKSIONEVE TRIGONOMETRIKE PREJ DI

gnd i formuar prej rrezes OM né vijén

:1).  Sipas pérkufizimit té funksioneve

o re K, kemi:

X e
O30 MJAToy

ﬁgl y:._z,,.MMlz

rej ku éshté

tu, x=OM , &shté lartésia e trekéndéshit OMM, , pra vijon x:OMZ'ﬁz-l-'zﬁzl'g,prejku
fitojme?
7 3 7 y 143 1 B
cCo§S—=—— tg—:—-:—:—-—:———-:-_——- ctg£=£=£:1=ﬁ
6 2 6 x 2 2 3 3 6 y 2 2
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2. Le té jeté a’=%(= 45°) (fig.2). Trekéndéshi OMM éshté trekéndésh kénddrejté barakrahés

A (pse?) me krahé OM_ =x=y=M M, pra sipas teoremés sé Pitagorés

2 : ST 1 2
M kemi: x*+y”=1 dmth. 2x* =1, prej ku gjejmé x=y=—2-=—\g;.

Vijon:
45"

0 x M, A(L0) n
sin£=——-2—, cos£=—2 tg—===1, Ctg—"
4 2 4 2 4
fig.2
3. Leté jeté a=— (- 0°). Ta shqyrtojmé trekéndéshin OMA né fig.3 me ké w
¢ lartésia

Al éshté trekéndésh barabnnjes (pse?) me brinjé O4 = OM = MA=1. Normalja

dhe vija e réndimit né trekéndéshin OMA pra kemi:
y=MM, =h=OM2.J?_’=1“J§—£

2 9

dhe

/ Vijon:
— nn 1
S—=—
3 2
y
o ¥ M Tamo _x_ 143 1 _ 43
y 22 J3 3
fig.3
4. Nése =0 ose a= choté krahu 1 paré dhe i dyté i kéndit & puthiten me pjesén pozitive
t€ boshtit x, kurse pika a €shté prerje e krahut t€ mbarimit té kéndit me vijén rrethore
trigonometrike, puthitet me n A(1,0) (fig.4a). Prandaj:

sin0=0, cos0=1, tg0= % =0, ctg =% nuk ekziston

ése :.‘7_21_(= 90°), krahu i dyt€ i kéndit « puthitet me pjesén pozitive té boshtit y, dhe pika

M do te'puthitet me pikén B(0,1) (fig.4b). Atéheré kemi:

sinizl, cnsfl:{}, tg£=—1— nuk ekziston, ctg£= =0
2 2 2 0 2

— o
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Nése a =7 (=180°), krahu i dyté i kéndit « puthitet me pjesén negative t€ boshtit x, kurse pika M
puthitet me pikén 4, (-1,0) (fig.4c). Prandaj kemi:

-1
sint=0,cosm=-1,1gn= —I:O, ctg m = — nuk ekziston

b h
M| =B(0,1)

AR
SEahs P

a

b)

fig.4

Nése a:%ﬂ (=270°) krahu i dyté i kénditt « puthitet @ negative té boshtit y, pika M puthitet

me pikén B, (0,-1) (fig.4¢). Vijon:

sin:%l=—l' cos}—{z—=0;

) 2

ekziston ; ctg%z = % =0

Pér vlerat e tgar né rrethinéne o —--5« , dhe ctge nérrethinén a=0, a=2 dhe

o = 2n do t€ béhet fjalé méwyoné.

Ta njeh§ojmé vierén e shprehjes: sin30° + cos 60° —tg45° +ctg 270°.

in30°+00560°—tg45°+ctg2?0°=%+é——-l+0=0 -

Ta provojmé barasiné: cos2a = cos’a —sin’ &, pér a = 3

Zgjidhje. Pasi cos2a =cos2 % =cosm =-1 dhe
. n . R
cos’ z—sin’ o = (0035)2 - (sm-z—z—)2 =0-1=-1

pérfundojmé se barasia e dhéné vlen pér o =% . Provoje a vlen ajo pér o =% , kurse pastaj edhe
péra=45°.m
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DETYRA

1. Vendosi vlerat pérkatése té funksioneve trigonometrike né tableén e poshtme

000 | 2(30° | 2(45°) | Z2(60°) | 7 (90°) | 7(180°) 37(270°)
6 4 3 2 2

sing

cosc¥

tgor

ctga

2. Vérteto se vlera e shprehjes éshté zero:

a) Siﬂ£+sin£; b) sinz_ . ¢) sin0°+tg 0° .
% 2 . T sin90°+cos 0°
smE

3. Njehso vlerén e shprehjeve:

a) 2cos30°+sin45°+3tg180°; b) sinzgﬂoszi;.“g!%; ¢) 1-1tg180°~ctg

4. Provo a jané té sakta barasité
o ’ 1 1 . tg180° ctg270°
a) (1-ctg90°)-(1+ctg90°)=1; b - tg0°=sipds° ) + =2
( BRI ¥ ) (c0560° sin30°} 5 - sin45°  cos45°
5. Caktoje vlerén numerike t& shprehjeve:
tga-ct ina -
a) ga-clga o8 a’:i; b) sIna —cos &
1—cosa 3

3sin’ &

a2 3n
-ctgaxr pér a‘:—z—.

6. Provo barasisité:

cosa

¢) ctgar= , pér o=

sina

h

I



2.1.6. DISA RELACIONE NDERMJET FUNKSIONEVE TRIGONOMETRIKE

Vitin e kaluar shkollor u njohe me disa varési (relacione) ndérmjet funksioneve trigonometrike
prej kéndit t€ njéjté nése ai éshté i ngushté né trekéndéshin kénddrejté. Tani do t€ pérkujtohemi né disa

prej tyre dhe té njéjtit do t’i zgjerojmé pér ¢farédo kénd.

Pérkufizimi. /dentitet t :ganomen ik e quajmé baraziné qé pérmban funksione trigonometrike
prej kéndit, i cili éshté i sakté pér (€ gjitha ato vlera té kéndit pér ié cilat jané pércaktuar jonet e té

dy anéve té barazive.

Vlerat e kéndit & pér té cilén barazia e dhéné éshté identitet i quajmé té lejuara té kéndit

.
Barazia e cila nuk éshté identitet e quajmé barazi kushtore ose b, . Péx shembull, barazia
trigonometrike
siny = cosx
nuk éshté identitet, por barazim, pasi ekzistojné vlera pér x (pér shem =0) pér té cilat barazia nuk

éshté e sakté.

gve (¢ sinusit dhe kosinusit prej
barabarté me njé, d.m.th.

*a+cos’a=1 (1)

jetécx gfarédo kénd krahu i dyté i té cilit e pren vijén
nometrike né pikén M(x,y) (fig.1). Prej teoremés sé
3§ pér trekéndéshin OMM, kemi

\x]2 +|y|3 =1 ose x*+y’=1. (*)

Nga ana tjetér, sipas pérkufizimit té funskioneve trigonometrike, pér

koordinatat x db & piké kemi x=cosa, y=sina té cilét kur do t'i z€véndésojmé né (¥)

Tangensi prej kéndit @ éshté i barabarté me herésin prej sinusit dhe kosinusit

& d.m.th.
in o 7
tga’=&, a#t—+km, ke Z (2)
cos
s s ; ina
Vértetim: Prej pérkufizimit tgor kemi: tgar = 2 2R%,
X cosa

3. Kotangensi prej kéndit 0. éshté i barabarté me herésin prej kosinusit dhe sinusit
1é kéndit o

oaztkr, ke Z - (3)

cosa
ctga =—; 3
sina
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cosa

Edhe ky identitet vijon drejtpérdrejt prej pérkufizimit té ctga;, ctgar = X= =
y sin

NE& praktiké shpeshheré ka nevojé pér shfrytézimin e vlerés reciproke prej funksioneve sinus dhe

kosinus, prandaj i pérkufizojmé edhe kéto funksione.
4. Sekansi prej kéndit o éshté viera reciproke e kosinusit té kéndit o, d.m.th.

sec = ! ,a¢£+lm 4)
coSa 2

5. Kosekansiprej kéndit @ éshté viera reciproke e sinusit té kéndit a, d.m.th.

coseca = , axkw

simna

Formulat (1)-(3) paraqesin varési themelore trigonometrike (identitete). itehen pavarésisht

njéra prej tjetrés né bazé té pérkufizimeve té funksioneve trigonometrike dh ér té gjitha
vlerat e lejuara té kéndit. Prej tyre me transformime té ndryshme mund tg ne t€ ndryshme
ndérmjet funksioneve trigonometrike. Do ta tregojmé até né disa shemb
6. Nése i shumézojmé anét e majta dhe té djathta té (2) dhe (3) e fi entitetin:
tga-ctga=1, a#k- 6)
7. Nése té dy anét e identitetit (1) i pjesétoj # 0 fitojme:
a+tkm ke Z (7)-
ose (8)
8. Nése identitetin (1) e pjesét n’a #0, e fitojmé identitetin:
a= _11 , a#kn,keZ, (9)
sin” o
pérkatésisht sin = ——1—2 ; (10)
I+ctg” o
9. Nése te 10), né pajtim me (6), véndojmé ctg =?1—— fitojmé relacion g€ e lidh
ga
sinusin dh
2
sina=—22_ qzZiknkez. (11)
1+ig" o 2

e i zbatuar formulat prej (1) deri te (11) mund té vértetojmé disa identitete mé té ndérlikuara
ose té thjeshtojmé shprehje té ndryshme, duke pasur llogari pér vlerat e lejuara té argumentit. Po ashtu
nuk ekziston metodé universale pér até se si t'i vértetojmé, por vetém disa udhézime praktike. Ja disa
sugjerime:
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1. Njérén ané té barazisé me ndihmén tani mé té identiteteve té njohura dhe transformimet
identike algjebrike e sjellim né anén tjetér. Eshté e preferueshme té nisemi prej anés me shprehje mé té

ndérlikuar dhe até ta transformojmé deri né shprehje mé té thjeshté.
» Shembulli 1. Ta vértetojmé identitetin ctg® @ —cos’ @ =ctg’ r-cos’ « .
Zgijidhje. Do té nisemi prej anés sé€ majté té barazis¢. Kemi:

i 5 2 5 cos’ & —cos’ @ -sin’ &
ctg® a—cos’ @ = s‘a= =

5

. « 2
sin- o smn- o

_cos’a(l-sin*a@) cos’a

— — -cuszcr=ctg3a'-cosza"
sin” o sin“a

l-sina _ cosa

» Shembulli 2. Ta vértetojmé identitetin

cosa  l+sina
Zgjidhje. Té theksojmé sé pari se, nuk éshté né rregull t€ ,,shu qas’’ deri sa nuk

tregojmé se kjo barazi éshté identitet, duke pasur llogari
cosr # 0, sincr # -1 dm.th. o # k-%, ke Z . Pasi asnjéra ané n
1loj éshté se prej cilés ané do t€ nisemi. Le t€ nisemi prej a 3

1-sina _ (I-sin@)(+sina)  I-sin’a
cosex cosc(l +sinx) cosa(l +sina)

2. I thjeshtojmé té dy anét e barazisé
éshté e mundshme té dy anét t'i transform

shfiytézuar transformime ekuivalente. Nése
rehje 1é njéjte, atéheré perfundojmé se barazia

e dhéné éshié identitet.

= 2 2
> Shembulli 3. Ta vértetdNgftitegh: ——2 C‘:[”C‘gﬁJ _

sino—cos’a [ sina+cosa

i 1 T | .
Zgjidhje. Kem & sin” o B sin & o
sino—cos’a | cosa+sing
cos’ o cos &

2
cos’a (cosa cos’@ cos’
LS e e &——=—"—"
sina | sina sinfa sin‘a

isemi prej ndonjé identiteti té njohur dhe me transformime identike algjebrike dhe me
t themelore pérpigemi ta fitojmé baraziné e dhéné.

Shembulli 4. Ta vértetojmé identitetin: sin® & +cos* @ =1-2sin” a-cos’ a.
Zgjidhje. Nése né identitetin (1): sin’a+cos’a=1, i fugizojmé € dy anét fitojmé
sin® @+ 2sin? @ -cos? @ +cos’ @ =1. Nése né té dy anét e barazisé e zbresim shprehjen 2sin’a-cos’ar e
fitojmé identitetin e dhéné
sin @ +cos* a=1-2sin” a-cos* am
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l-cosex 2(l+sina)+l+sina_ cos &

» Shembulli 5. Ta thjeshtojmé shprehjen: A = y
sing sin’a | -cosax 1+cose

Zgjidhje. Kemi:
sin@ —sincos —2-2sina " 1 +sino +cosa +sinacosa —cosa +cos’ &

A=
sin? & (1-cos@)(l + cos @)
_cos’a—1 _—(1-cos’@) —lm
sin’ & sin” &
DETYRA.

Thjeshtoji shprehjet (1-5) duke pasur llogari pér vlerat e lejuara té argumentit te ato:

) sine —sin’ o 1+ cosa —si

1. sin*@+sinacos’ a; : 3.
cosx
- k] 3
; Lt
4. ctga.{.._s,llg_; 5. l+tg a+] tg o
I +cosax I+tgar  1-tga

Vértetoji identitetet (6-15) duke pasur llogari pér vlerat e lejuara té kéndit

6. (sina'+cosa)z+(sino:—cosa)2=2; 7. cos’a-sin*a=1-

8. tg?a—sin*a=tg’a-sin’a;

10. ctgayl-cos’a =cosa; : “as

a 2
12. :—-i——:-gTE:]—Zsinza +etgar)+cos’ a- (1 +tga) =sina + cosar
gl
14 sin‘a cos’ & ;
¥ =sma—-c

l+sina |-sinax
e S — =21ga
I-sina I+sinex
17. 22 - 1 g 1
cosa l-sina |+sina

cosa (1+tga) - sina (1 +ctgar)

16. cos’ a(tga+ 2X2tgo:+ l)~ Ssinco

NKSIONEVE TRIGONOMETRIKE
PREJ TYRE

embulli 1. Eshié dhéné sina’=~;i » 90°<a <180°. T caktojmé vlerat e funksioneve tjera
ike prej kéndit .

Zgjidhje. Prej identitetit themelor cos’  +sin’ @ =1, gjejmé
cosa = +y1-sin’

Duke z€véndésuar cos prej (1) né identitetet (2) dhe (3) prej pikés 2.6. gjejmé:

(1)
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sina ) +41-sin’ a

ctga =

+41-sin’ & ’ sina (2)

Gjaté njehsimit me ndihmén e formulave (1) dhe (2), prej té dy shenjave t&€ mundshme, plus ose

tgar=

minus, zgjedhim njérén varésisht prej asaj né cilin kuadrant gjendet kéndi. N€ shembullin tong, pasi kéndi
« éshté né kuadrantin II, n€ t€ cilin kosinusi, tangensi dhe kotangensi kané vlera negative, pér vlerén e

dhéné sing= -‘1 , né formulat (1) dhe (2) do té marrim shenjén ,,—’". Késhtu njehsojmé:

sina E 4. -Vl-sin’a 4

tgo:=-———-——-=———=——, ciga =

~J1-sin’e _3 3 sinor

5
» Shembulli 2. Esht¢ dhéné cosa‘-—-—%, pér 180° < T'i caktojmé vlerat e

sina; tgay; ctga.
Zgjidhje. Sikurse edhe né shembullin para;
2.6. gjejmé:

-' iteteve themelor (1), (2) dhe (3) né

Cos ¥

t1-cos’ & &)

ctiga=

= A
5 3
2
cos ___5__5.
Vl—-cos® & 2 4
5
3. Nése tga=—— dhe sinax<0, t'i caktojmé vlerat e sin@, cos dhe ctga.

kéndi

Prej formulave (11) dhe (8 ) né 2.6. vijon:

tga ) 1

—————} CoOStt =—F——— 4
tl+1g’a tyl+tg’ @

sing =
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5 3 5
Pasi sipas kushtit sina< 0, kemi: ., 8% _ 2 . 2. 12. 3
Vi+tgla JHE 69 L B

144 144 12

1

I .. 1_12

- 13 1

J1+tg?a ‘/HE = B
144

kurse né kuadrantin IV cosa> 0, pra kemi cosa =

» Shembulli 4. A mundet sinusi dhe kosinusi prej njé kéndi té njéjtét té jené té ba
a) 12 dhe =2 ; b) L dne Z2.
13 13 3 3

Zgjidhje. a) Pér gfarédo kénd ¢ duhet té plotéshet identiteti themelor

. 2 . T  um arm g ; 12
sin” @ +cos® @ =1, pra ai duhet té vien edhe pér kété kénd @, pér té cilin sipds kushitit k sina = 13
2 2
2 = » - i
dhe cosa'=——5-. Pasi e + —5— =ﬂ+£=1—62=1, vijon dhe — mund té
13 13 13 169 169 169 13

Jjené vlerat e sinusit dhe kosinusit prej njé kéndi t€ njéjté.

b) Pér sinax = 3? cosa = —% , prej identitetit themelor #1.
Vijon, numrat e dhéné nuk mund té€ jené vlerat e sinusit dhe
DETYRA
1. Nése dihet vlera e njérit prej funksioneve tri I dhéné | sin@ cosa tga | clga
prej kéndit t€ dhéné vendosi né tabelé djat] — 7
1
me funksionet tjera trigonometrike. o B0 ¢
o 5 COs0L /

2. Bishté dbéné sinar = _g, 3 g2 e 7 ,

. . . clgar
funksioneve tjera trigonometrike.

24 ctga /

3. Eshté dhéné ctga =

5. Vérteto baraziné:
3cosa + 51 X 3 7
——Sl-n—(i:S, nésesincy =— dhe O<a <—
Jetgar—4tga S 2

3sina—2cosa

7. Shprehe népérmjet tgcx shprehjen —
sina +cosa

" 5 7
, nése rga=—— dhe —<a <.
6tgax—Sctga 12 2

3sina + 2cosa

8. Njehso vlerén e shprehjes
2sina +3cose

, Nése tga=2,0<a<~'§—-

9. Gjeje sint¥ dhe cosX nése: 3sina+4cosa=5.
e e T e T ———— et e e e ]




2.1.8. VETITE THEMELORE TE FUNKSIONEVE TRIGONOMETRIKE
1. Periodizimi i funksioneve trigonometrike. Vetia themelore e funksioneve trigonome-
trike €shté veti e periodizimit.
Pérkufizimi 1. Funksioni y=f(x) i pérkufizuar né bashkésiné D éshté periodik nése ekziston
numér real T#0 i atillé gé
1° pér¢doxeD dhe xtTeD;
2 f(x£T)=1(x). (1)

Numrin T gé i plotéson kushtet 1° dhe 2° e quajmé periodé té funksionit.

Teorema 1. Nése T éshté periodé e funksionit f(x), atéheré edhe numrat e formés kT,
k=%1, 2. £3, ... jané perioda té fix). '

Vértetim. Le té jeté 7' >0 periodé pér f{x), pérkatésisht ﬂﬁ T)= fix). Atgheré
Soxt2T) = [x+T)+T) = fix+T) = fix), Vxeby
prej ku vijon se 2T éshté periodé pér f{x). Gjithashtu
fx-2D) =fi(x - T)-T) = fix - T) = flx), VXeD.
qé do té thoté se -27 &shté periodé pér flx). Analogjikishtyduke zbatuar disa heré (1) tregohet se edhe
137, +4T, ..., kT ( k€ Z) jané peroda pér f(x), qé duheshte fa vértetojmé ¢

Numrin mé t& vogél pozitiv qé e ka vetiné (1) e quajmé perioda themelore pér f(x).

Teorema 2. Funksionet trigonomelrike sinus, kosinus, tangens dhe kotangens jané
periodike me periodén e pérgjithshme 2nm(n-360%, Perioda themelore pér sina. dhe coso.  éshté
21(360°), kurse pér tga dhe ctgo. éshié m (18Q°).

Vértetim. Né pikén 2.1. vérejtém se kéndet a, =a +n-360°,
ku 0<a<360° dhe ne Z, kané krah fillesatr té pérbashkét OA4 dhe krah
té mbarimit té pérbashkét OM (fig.1). Atéheré, sipas pérkufizimit té
sinusit dhe kosinusit, kemi:

sin(o+n-:360°) = y = sina, (2)
cos(ot+n-360°) = x = cosa, 3)
ose né madhésiné radiale
fig.1 sin(o+ 21tn) = y = sina,

cos(a+2mn )= x = coso.
Té tregojmé se perioda themelore pér sina €shté 2m. T€ supozojmé se ekziston tjetér numér T,
0« <27 , pér té cilin vlen edhe barazia sin(a + ') =sina .
Pasi barazia e fundit duhet t& vlen pér cfarédo kénd, ta marrim pér shembull kéndin

n . G o
azg, Atéheré, prej (1) vijon: sin(-g--p T):sing— =1. Nga ana tjetér sipas fig. 2: 5in{%+ T]zcosT , pra

vijon cosT=1, kurse kjo &shté e mundshme vetém pér 7= 0 ose T=2m, qé éshté e kundérta e supozimit
0<T<2m.
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Analogjikisht vértetohet se perioda themelore pér kosinusin éshté 2m. Pérpiqu té vértetosh vet.

}’? )

x A(1,0)

M,

fig.3

e
shqyrtime analoge, sipas fig. 3, fitojmé se funksionet tangens dhe kotangens jané 10ne perigdike dhe
pér ato vlen:

tg(a+k-180°)= g tg(a+k:r)=tga
ose (4)
ctg(a‘ +* Jm‘): ctg

ctgla +k-180° )=ctgar

Zgjidhje. Prej formulés (2) kemi: sin 420° =sin(60° + 60°;
sin 780° = sin(60° + 2 - 360°) =sin 60° dhe sin(—1020°) =sin 3 =sin 60° , prej ku vijon barazia e
dhéné.m
» Shembulli 2. 7€ tregojmé se tg-‘£2 = —?—;J

=-—-37, prej formulave (4) kemi:

- . 137 &
Zojidhje. Pasi —— 2
glidbje. Pos1 = 12

=—+7
2 12 12

ti—t -£+:r =1 £+3:r
R T8 12 12

» Shembulli 3. 7¢ pro sakté barazia ctg330° =ctg1830°,
Zgjidhje. Pasi 0° —1-360°, 1830°=30°+5-360°, pér shkak t€ periodizimit té
%= ctg(309— 360°) = ctg(30° + 5 - 360°) = ctg 1830° m

kotangensit kemi: ct,

gonometrike c¢ift dhe tek.

1° f(=x) = f(x), atéheré f(x) éshté funksion ¢ift,
2° f(=x)=—f(x), atéheré f(x) funksioni éshté tek.
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Nése fix) nuk plotéson asnjérin nga kushtet e sipérm, ai nuk &shté as ¢ift as tek.
Pér shembull, funksionin katror f(x)=x>, qé e mésove né vitin e kaluar shkollor, éshté

funksion ¢ift, kurse funksioni linear f(x)=ax éshté funksion tek.

Teorema. Kosinusi éshté funksion gift, d. m.th. cos(-a)=cosa,
kurse sinusi, tangensi dhe kotangensi jané funksione tek, d.m.th.

sin(—a@)=—-sina. te(-a)l=—tea@. cte(-a)=-ctea.

Vértetim. Pikat M(x,y) dhe M,(x;,»;) ng

njéjta, d.m.th.x=x, =0B, dhe ordina
¥y, ==y, prej ku vijon:
cos(—a)=x, =x=cosa

sin(-a) =y, ==y =-sin
Pér funksionin tgo;or # k - Z € Z sl g.5a, fitojmé:

(—a)=Y,=-Y=-tga.

a) b)
Fig. 5

. Té vértetojmé se funksioni f(x)=x-sinx éshté funksion ¢ift.

» Shembulli 5. Ta shqyrtojmé funksionin ¢ifi pér f(x)= 1+cosx

1+cos(—x) _ 1+cosx _

Zgjidhje. Kemi: f(-x)=
(=x)

—f(x). Pasi f(-x)=-f(x), pérfundojmé se

funksioni i dhéné &shté tek.



» Shembulli 6. T¢ vértetojmé se funksioni f(x)= i_"_lﬁﬁ nuk éshté as ¢ift as tek.
+igx

—to(— i I-tgx tgx-—1
Zgjidhje. Kemi: f(-x)=_—18(%) _1-(1gx) l+tgx 4. _ ryy- "8 _18X~"
I+tg(—x) I+(-tgx) I-tgx l+tgx tgx+1

Domethéné f(-x) #—f(x), por edhe f(—x)# f(x), d.m.th. funksioni i dhéné nuk éshté as ¢ift as tek. m

3. Monotonia e funksioneve trigonometrike. Kjo éshté njéra nga vetité mé té réndésishme
t¢ funksioneve, q& zakonisht e shqyrtojmé gjaté té studiuarit e tyre, me té cilén u njohe edhe, gjaté
shqyrtimit t& funksionit eksponencial dhe logaritmik.

Teorema 1. Né intervalin [0,%] sinusi monotonisht rritet prej 0 deri te 1, kurse

kosinusi monotonisht zvogélohet prej 1 deri te 0.

2 12> cosa; >eosty=>0
Do t’i vértetojmé kéto jobarazi me ndihmén e gjykimeve vijuese prej gjeometrisé:
1° kéndit mé t€ madh qéndror né vijéndrethore i pérgjigjet kordé
mé e madhe;
2° prej dy kordave mé & madhja €shté mé afér deri te qendra.
Sipas fig.6, y, =sinoyyy, =sifia, , prej ku 2y, =2sing,,

- - = = % T OSSO < SHITH, =1
Vértetim. Duhet t€ vértetojmé: nése 0<eo, <@, <— = t

2y, =2sina, . Pasi 2y, 'dhe 2ys9ané gjatésité e kordave qé u pérgjigjen
kéndeve qéndror2e, dhe 26y, né pajtim me gjykimin 1°,
vlejné implikacionety, o, <a, = 2a,<2a, = 2,<2y, =

2sina, <2sing;, dm.th. sine, <sina,, kurse pér shkak sin0=0 dhe
sin%— =1, vijonge né intervalin [0,—’25] sinusi monotonisht rritet prej 0
deri te'ly Gjithashtu, pasi x, = cosq,, x, =cosa,, né pajtim me gjykimin
2° kemi:

; : n
o) < 0= 2@, <204 X, > x, = cos@, >cosa,, dhe cos0=1, cos— =0,

prej ku vijon sesé intervalin, [0, %] kosinusi monotonisht zvogélohet prej 1 deri né 0

Monotonin&essinusit dhe kosinusit né tre kuadrantét tjeré e konstatojmé né té njéjtén ményré.
Kété mund ta tlustrojmé, pér shembull, me figurat 7 dhe 8. Késhtu pér shembull, prej fig. 7 vérejmé se
kur krahu i/dyt€ i kéndit rrotullohet né kahen ,,+*’, duke pérshkruar kénde né kuadrantin 11 dhe 111, pika M
e pérshkruan gjysmévijén rrethore t& majté, kurse projeksioni i saj né boshtin y e pérshkruan diametrin
vertikal BB, prej larté poshté, d.m.th. y =sina zvogélohet prej 1 deri né —1. Kur krahu i dyté i kéndit i
pérshkruan kéndet prej gjysmérrafshit té djathté, d.m.th. pika M e pérshkruan gjysmévijén rrethore té
djathté (kuadranti IV dhe I), projeksioni i saj e pérshkruan diametrin vertikal BB prej poshté-larté, d.m.th.
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y=sina rritet prej —1 deri né 1. Domethéné, funksioni sino rritet n€ intervalet [oﬁi‘ dhe [3_2’5,2;5} té
2
cilét mund t’i shkruajmé me njé interval [__’E.E], kurse monotonisht zvogélohet né intervalin | Z 37 |.
2°2 2 2
Pér shkak té periodizimit t& sina dhe cosa, vlejné gjykimet g€ vijojné mé poshté:
Teorema 5. Funksioni sino. monotoninisht rritet prej —1 deri mé 1 né ¢do interval

{—-{r—+2kﬂ,%+2k7;], kurse monotonisht zvogélohet prej 1 deri né -1 né ¢donjérin prej intervaleve
[%+2kﬂ,37z+2kﬂ], ke Z.

Teorema 6. Funksioni coso. monotonisht zvogélohet prej 1 deri né —1 né ¢donjériminterval
[2k7: ,(2k+ D7 ], kurse monotonisht rritet prej —1 deri né 1 né ¢donjérin prej intervaleve
[k -17,2kn] ke Z.

i A(1,0)

B
fig.8

fig.7 Teorem
a 7. Né intervalin [0,%} funksioni tangéns monotonisht rritet, kurse funksioni kotangens monotonishi
zvogélohet.

é . . b/ . ’ .

Vértetim. Le t€_jet8nl<o, <a, <5. Prej sing, <sina, dhe cosa, >cosa, d.m.th.
1 1 .. | sim@ ), sina,
< , vijon <—=
cosqQy  cosd, cosayl cosa,

né| 0% |.
2

Gjithashtu, prej sine, <sina, d.m.th.

pérkatésisht tga, <tga,, qé do té thoté se tangensi rritet

>

- - dhe cosa, >cosa, vijon
sina, sina,

eOs ) ). cosa,
singy sina,

d.m.th, né intervalin (0,%].

, pérkatésisht ctga, > ctga, , qé do té thoté se kotangensi zvog€lohet né kuadrantin I,

Kété gjykim mund ta vértetojmé edhe gjeometrikisht. Sipas fig. 9, edhe giykimi: ,.kéndit mé té
madh né trekéndésh i pérgjigjet brinja mé e madhe’’ kemi:

7
0<a]<a245=> Y, <Y, = tga,<tga,
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Né ményré t€ ngjashme, me ndihmén e fig 10,
gjeometrikisht, tregojmé se kotangensi zvogélohet né intervalin

(O%J .

Me ndihmén e figurave 11 dhe 12 mund t’i vérejmé edhe kéto
gjykime:

fig.9
Teorema 8. Funksioni tga monotonisht rritet p Q eri

T . T T - v .
+oo né intervalin (— E,E} por pér shkak té periodizimit edhe né ¢do

interval [—%+ k:r,%w;z}ke Z.

Teorema 9. Funksioni ctgo. monotonisht zvogélohet prej +eo
deri —o né intervalin (0,7) por pér shkak té periodizimit edhe né ¢do

interval (kﬂ, (k+Dn l ke Z .

A

5°< 280°, vijon c0s275° < cos1000°.

. 37n S5n_ n 3n. 5
asi -4—,?E (—2»,7z) dhe.—f—<-—:—,kurse tangensi rritet, vijon tg%?ﬂg-s-g.

¢) —265° —230° jané kénde prej kuadrantit 11 né té cilin tangensi zvogélohet, pra prej
—265° <-230° vijon ctg(—265°) > ctg(-230°).

DETYRA
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1. Duke e shfrytézuar periodizimin e funksioneve trigonometrike vérteto se:

a) cos480° =cos120°; b) sm,:z_g’l = sm%' c) tg(—860°) = 1g 40°; ¢)ctg2525° =ctg 5°
d) cosB—”—co 25—”—00 (—ﬁ} cos E
6 6 6 6
2. Provo a éshté periodik funksioni: a) y=1-sinx; b) y=2+ctgx; ¢) y=3+cosx.

3. Cilét prej kétyre funksioneve jané ¢ift, cilét jané tek, e cilét jané as gift as tek:

a) y=x"+cosx; b) y=5-sinx; ¢) y= tglxs §)y= X’ +tgx; d) y=ctgx-cosx; €)y=ctgx+cosx.
4. Vérteto se prodhimi pre;j:

a) dy funksioneve ¢ift éshté funksion gift;

b) dy funksioneve tek €shté funksion ¢ift;

¢) njé funksion ¢ift dhe njé funksion tek éshté funksion tek.
5. Pa i njehsuar vlerat radhiti sipas madhésisé kéta numra:

a) sin 235°, sin18°, sin359°, sin133°; b) cos%,ms?—”,coso,cos ‘l'; ;o) 1203122778, 1g14°, tg120°;

¢)ctg 24°, ctg215°, ctgi 10°, ctg350°; d) cth g 76 ,1g0, ctg%
6. Pa e njehsuar vlerén e sakté cakto shenjén e ndryshimit:
a) sin153°—sin73°  b) cos234°—sin33° c)tg74° —tgl174°
3n S5n n Sn
¢)etg37°—ctg301°  d) tg=— —ctg— €) cos— —sin—
g g o cos— si 1
7. Pa e njehsuar vlerén cakto shenjén e herésit:
a) 1g 254° —tg 285° | b cos27° —cos23° 4 o) sin190° —cos 155°
sin213° —sin217° ctg328° - ctg341° " 1g118°—ctg138°

2.1.9. SIELLJA E FUNKSIONEVETRIGONOMETRIKE PREJ CFAREDO KENDI
NE FUNKSIONE TRIGONOMETRIKE PREJ KENDIT TE NGUSHTE

Vérejtém se ¢farédokéndi'té,orientuar mund ta paragesim né formén:
a+ k- 360°(@+ 2kn ), ke Z, kurse oo €shté kénd elementar. (1)

Pasi funksionet trigonometrike jané funksione periodike, njehsimi i vlerave té tyre pér ¢farédo kénd sillet
né njehsimin e funksioneye trigonometrike prej kéndeve elementare.

Tdni do t&shikdjmé se si funksionet trigonometrike prej ¢farédo kéndi elementar i shprehim me
funskione trigomometrike prej kéndit té ngushté pozitiv. Kjo do té na mundéson t’i njehsojmé vlerat e
fupkstoneve trigonometrike prej ¢farédo kéndi duke i ditur vlerat e tyre pér kéndet e ngushté pozitiv.

Le té jeté o kénd né pozitén standarde, por nuk éshté kénd kudrantésh.

Pérkufizimi. Kéndin e ngushté pozitiv ¢, pér té cilin éshté ménjanuar kéndi o prej boshtit x e

quajmé kénd referent pér kéndet .

Né pajtim me pérkufizimin, ¢farédo kénd elementar ¢ mund ta shkruajmé né formén:
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180%-0p(m—0tg) (fig. 1a); 180°+atg(m+0zg) (fig. 1b) ose 360°-0(2m—0r) (fig. 1c)

» Shembulli 1. 7' caktojmé
1” kéndet referente pér kéndet:

ty h v
KJ % —/ E: A Zgjidhje. a) Pasi

150° =180°—30°
a) b) c)

A

vijon a, =30° (fig.1a);

b) & =-Z &shté kénd né ku 1
6
fig.1

dhe ?—”=7:+
6

c) o :STJZ géshté kénd né kuadrantin IV dhe ~53£ =27 -—%, vijons@

» Shembulli 2. T'i caktojmé vierat e funksioneve Irigonometrike let:

a)sinl60°;  b)cos200°; c) tg340°

Zgjidhje. a) a=160° éshté kénd né kuadrant
Krah€t e mbarimit pér kéndet prej 20° dhe 160° jané
rrethore trigonometrike né pikat M(x,y) dhe M,
prej ku vijon:

0°=180°-20°, pra a, =20°.
3 lidhje me boshtin y dhe e prejné vijén
€t jané€ simetrik né lidhje me boshtin y (fig. 2),

sin160° = y =sin 20°

b) Pasi & =200°=180°+20°4v

rrethore né pikat M(x, y) dhe (—x, ilEt jané simetrik né lidhje me fillimin e koordinatave (fig.
s .th. cos(180° + 20°) = —cos 20° .

€n a) dhe b), me ndihmén e fig. 4, fitojmé
(360°-20°)=-Y =—1g20°m

0° - 20°) =sin20°.
0°. Krahét e mbarimit t€ o dhe o, e prejné vijén

3), prakemi: c0s200°=-x=

¢) Me shqyrtime té ngjashme si

a
ng. .2

Rezuitatet prej shembuilit @ viejné pér rastin e ¢farédo kéndi. Nése o &shte ¢farédo kend prej
formés
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0a=180°ta; (nta;) ose a=360°ta, (2ztay)

atéheré vlejné kéto formula pér reduktinn

sina =xsina,; cosa=x*cosay; tga==xtgay;

(1)

Zgjedhja e shenjés, ,,+*° ose ,, 1"’ , varet prej asaj né cilin kuadrant éshté kéndi o dhe si éshté
shenja e funksionit pérkatés né até kuadrant.

Gjykimi i shprehur me formulat (1) paraget rregullén I pér reduktimin e vlerave té
funksioneve trigonometrike prej ¢farédo kéndi né kénd té ngushté e shprehur me fjale‘thoté:

W funksioneve
0s

ionit né até kuadrant.

Vlerat e fuksioneve trigonometrike prej ¢farédo kéndi o jané té barab

té njéjta trigonometrike prej kéndit pérkatés referent @y, té marra me she

t 8]

=" né pajtim me até né cilin kuadrant éshté kéndi o. dhe si éshté shenj

\% - n—l;a Zfr;a 2:z°+a Pér sh 2 té lehté, formulat pér
Gl 18(_’ = 180‘+a 369 eal 36_0 ta reduktim, tésshprehuraimne barazité (1) i vendosim né
s sing =sino = sina smao
tabelé
cos —C0sax —COosa coscx cosax
tg | g tgar —tgo tger

clg | —ciga clge —<clga clga
Tabela 1

» Shembulli 3. Me ndihmén reduktim t'i caktojmé vlerat e

b) a:zﬂ.
4

¢ éshté tek: sin(—300°)=-sin300° dhe 300°=360°-60°,

3

im kemi: sin(-=300°)=—sin(360°—60°) = —(—sin 60°) =T Né

NG

= cos 60° =% ,tg(~300°) =1g 60° =+/3 , ctg(~300°) = ctg 60° =5

=4:rr+~5~£ dhe S—7z=7r+£, d.m.th. aR=£. Pasi a:g géshté
4 4 4 4 -

A2 21z n 21n n
=——; tg—=tg—=1; ctg—=ctg—=1
2 & 4 g4 - 4 g4
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» Shembulli 4. Me ndihmén e rregullés pér

reduktim dhe tabelés 1, té formojmé tabelé per vlerat e endi | 150° 210° 330° 390°
Junksioneve trigonometrike prej kéndeve ku kéndi \:‘& 180°-30° | 80°+30° | 360°-30° | 360°+30°
referent éshté 30°. _ 1 = e 1
sin 2 2 2 2
Zgjidhje: Nése né tabelén 1 véndojmé o= 30° cos | f3 BB NG
do ta fitojmé tabelén pér vlerat e funksioneve trigono- g 7 13 El
metrike té kéndeve prej 150°, 210°, 330°, 390° (tabela 2) ® | _f3 if, —% 3
3
Pérve¢ formulave pér reduktim (1), shpeshheré “ | -3 B -3
éshté praktike vlerat e funksioneve trigonometrike prej 12pela2
kéndit t€ dhéné ti shprehim népérmjet vlerés sé tij prej
kéndit t&€ ngushté o pér té cilin kéndi i dhéné &shté i ménjanuar prej boshtit té ordi énde té
formés:
n 3n
90°+a (Eia‘) ose 270°xa (Tia 3)
Pér funksionet trigonometrike prej kéndeve té formés (3) vlejné vendosura né tabelén

3, té cilat i fitojmé né bazé té rregullés, té njohur si

-~ Rregulla II pér reduktim. Vierat e funksioneve
Feudi —’Zi-a -’25+a %—a ] ¢j ¢farédo kéndi, i ménjanuar

; " . " ordinatés pér kédin e ngushté o,
foai N7-a | 907+a | 270"« barté me vlerat e kofunksioneve té tyre
sin cosa cosa

cos sine —sino
tg ctga —tga

cig g —ctga
Tabela 3

: .~ Né pajtim me até né cilin kuadrant
gshié kéndi dhe si éshté shenja e funksionit né até
drant.

» Shembulli 5. Me ndihmén e formulave
pér reduktim prej tabelés 3,

a) sin120°; b) c@s2 ) tg315°.

Ve

Zgjidhje. ° =sin(90° + 30°) = cos 30° =? ;

» She - Pae njehsuar vierén e sakté ta caktojmé shenjén e
_ cos135° —sin152°
idhje. Prej sin152° =sin(90° + 62°) = cos 62° dhe cos135° —sin152° = cos135° — cos 62°,
pasi 62°135°€ (0°,180°) dhe 62°<135°, kurse kosinusi zvogélohet, vijon cos62°>cos135°, prej ku
fitojmé cos135° —sin152° =cos135° — cos62°< 0
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DETYRA

1. Cakto vlerén e funksionit trigonometrik pér kéndet: a) 150°; b) In ; c) 315
6

2. Kompletoje tabelén

gndi | _2 | 37 | 52 ] In | = Njehso vlerén e shprehjeve (3-5):
foni $ [ 3 1 &) 41| %

3. gl - Bite e g

sin V2 -2 RES ¢ 6
2 5 :
2 4. 5in150°+ c0s 225° - tg 300° + ctg 405°
s % 5 25in3—ﬂ-ct §£—3cos7—ﬁ-t (*E)
2 %% 3 83

tg -1
ctg 1

Thjeshtoji shprehjet (6-10) ( 0<ax<90° (0<a< i;-) ):

6. sin(90° + @) + cos(180° + @) + tg(270° — ) + ctg(360° — )

8 sin(360° —a) sin(90°+a) 1g(270°-a)
cose tg(90°+a) ctg(90°+ )

7. cos(a— %) + cos(a — ) — cos(ax — 3?”) +cos(ax—2m)

n
. Ctg(i—ﬂ)_cos(zg_a)_sin(n—or) 100 SinGe)  cos(-a)  cos(360°-a)
sin(-@) gz +a) ta(@_180°) 2(270°+ @) sin(180°+a)

/4
tg(—+a
g(2 )

Vértetoji identitetet (11-15); (0<a<90° (0 <a<%} ):

12, tg(90° + @) - cos(270° — x) - cos(—x)
ctg(180° — ) -sin(270° — @)
13, cos(—a)+sin(z +a) _ —cosar 14, C0os(180°+)-tg(180°—a) _
1+tg(27 + ) cos(270° - &) - 1g(270° + @)
15, ©t&(90°-@) cos(360°—a) 'sin(l _80" —Q) _
2(90°+a@)  sin(-a@) ¥ tg(180°+a)

=sinx

11. sin(e - 7) + tg(r —rr)+cos(§§£ +a)=1ga

sina

REGIOMONTANUS, i njohur si JOHAN MILER (Muler Johannes) (1436-1476) — matemati-
kan dhe astronom gjerman i njohur me veprén Pér trekéndéshat. Eshté i merituar pér bartjen e
njohurive té grekéve dhe arabéve té vjetér né matematiké. Ai éshté origjinal sipas ményrés sé
parashtrimit t€ pérmbajtjeve prej matematikés dhe njihet pér themelues né trigonometriné e

peréndimit.
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2.2. GRAFIKU I FUNKSIONIT TRIGONOMETRIK

Deri kétu funksionet trigonometrike i shqyrtuam si funksione prej kéndeve, t€ matur né shkallé
dhe radiané. Pasi ¢do kénd qendror i pérgjigjet hark rrerthor i formuar prej krahéve té kéndit, funksionet
trigonometrike mund t’i shqyrtojmé edhe si funksione té hargeve rrethore. Megjithaté, né matematiké dhe
disiplinat tjera, paragiten probleme né té cilét ballafagohemi me funksione trigonometrike prej argumentit
numerik i cili nuk éshté e théné té keté ndonjé réndési konkrete gjeometrike (kénd, hark) por mund té
paraqet madhési t€ natyrés s€ ndryshme, si pér shembull, koha, temperatura, etj. Prej atje edlie nevigja té
pérkufizojmé dhe shqyrtojmé funksione trigonometrike prej argumentit numér real.
e —

Pérkufizimi. Nése t éshté numeér real, atéheré sint =sina , ku o éshté k@d madhésiae 1é cilit
éshté t radiané.

Analogjikisht, funksionet cost, tgt dhe ctgt i pércaktojmé si viera @Iunﬁ}bneﬂ' trigonometrike
pérkatése prej kéndit o« me madhési t radiané.

Pér shembull, simboli sin2 paraqet vierén e sinusit_prej kéndit kW madhésia radiale éshté 2,
pérkatésisht sin2 = sin(2 radian), tg1,5 = tg(1,5 radiané), etj. £

Té studiuarit e funksionit ka pér géllim té konstaton)né cilgn ményré ndryshon funksioni kur
argumenti ndryshon né bashkésiné e pérkufizimit té funksionit. Ato ndryshime té funksionit i quajmé
vijimi i funksionit, kurse ményrén pér konstatimift e kétyre ndryshimeve e quajmé shqyrtimi i funksionit.
Vijimin e funksionit y = f{x), x€ D, e paraqesifn me grafikin e tij G={(x,y)y=f{x), xeD}.

Pasi zakonisht ndryshoren e pavafur e shénojmé me shkronjén x, kurse grafikun e funksionit e
paraqesim gjeometrikisht né sistemin kénddréjté keordinativ xOy, prandaj edhe tani argumentin numerik
té€ funksioneve trigonometrike do ta sh&nojmé&meé x. Domethén, do t’i shqyrtojmé funksionet

J=8inx, y=cosx, y= tgx dhe y= ctgx.

2.2.1. VIJIMEPHE GRAFIKU [ FUNKSIONEVE ELEMENTARE RIGONOMETRIKE

1. Vijimi dhe grafiku i funksionit y= sinx. Té pérkujtohemi né vetité e sinusit qé deri mé
tani i konstatuam por tani té shprehura pér argumentin numér real.
e e —————————————————

1*’Bashkésia e pérkufizimit. Funksioni y = sinx éshié pérkufizuar pér ¢farédo numér real x,
dm.th D, .=R.

Ga.sin x

2"Bashkésia e vlerave. Pasi —1<sinx<1, pér¢do x€ R, bashkésia e vierave pér funksionin
y = sinx éshté intervali V= [-11].

3° Periodizimi. Sinusi éshté funksion periodik, d.m.th. pér ¢farédo xe R vlen
sin(x +2kn)=sinx, ke Z, xeE R.
Perioda themelore éshié T =2n .
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4° Cift dhe tek. Sinusi éshté funksion tek, pérkatésisht vlen
sin(-x)=-sinx, pér ¢do x€ R.
5° Zerot e funksionit. sinx=0 pér x, =0, x, =2 dhe x; =22 né intervalin [0,22], por pér
shkak té periodizimit pér x = kz (k€ Z) né intervalin (— oo,+oo). Vijon grafiku i funksionit e pren boshtin
x né pikat (km,0), ke Z. '
6° Shenja. sinx >0, pér xe (0,7) kurse pér shkak té periodizimit edhe pér xe (2km,

sinx < 0, pér xe(m,2m), pérkatésisht pér xe (24n,(2x+1)r, ke Z.
7° Intervalet e rritjes dhe zvogélimit. Sinusi monotonisht rritet prej -1 deri né

0.2 dhe [%ﬁ,zx], por pér shkak té periodizimit edhe né té gjitha inte

[3?“ + 2km 2k (k€ Z); sinusi monotonisht zvogélohet prej 1 deri né -1

shkak (& periodizimit edhe 1 gdo intervali [+ 26, 3?” +2kn] (ke

8° Vlerat ekstreme. Né intervalin themelor [0,27], sinusi maksimumin e vety=1
d.m.th. sinx=1 pér x=% dhe minimumin y=-1 d.m =-—]1 pér x:.32£.

Né téré fushén e pérkufizimit sin x =1pér x= sinx=-1pér x =*32£ + 2k ke Z.

Minimumin dhe maksimumin i quajmé v. pér funksionin.

grafikun t€ ¢do intervali qé e pérfs iodén themelore té sinusit, T=2m. Prandaj sé€ pari e skicojmé
grafikun e sinx né intervalin [ astaj edhe né intervalin (—eo,+o0). Skicén e grafikut té

funksionit mund ta béjmé né
L. me ndihmén

aritmike ose ndonjé doracak tjetér. Pér shembull mund t€ formojmé kété tabelé:

L] 2 (22|52 |m |72 4z |3 32|12 oy
3 2 3 6 6 | 3 2 | 3 6
.J_:'T. =0,87 l@ l 0 & -1— = _'J_i = ﬁ = l (
2 2 2 2 2 2 2
Zero max ZEro min Zero
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Pastaj, né sistemin kénddrejté koordinativ i vendosim pikat 0(0,0), Ml(%,%), M, (%,g) , etj. dhe i

lidhim me vijé t& hollg e cila péraférsisht e paraqet grafikun e funskionit sinx né intervalin [0,27] (fig.1).
Nése grafikun né intervalin [0,272] e bartim majtas dhe djathtas né intervalin me gjatési 27 , do ta

fitojmé grafikun e funksionit sinx né téré intervalin (— w,+oo) (fig.2).

Lakorja e cila e paraget grafikun e funksionit y=sinx né int (- oo,400), € quajmé
sinusoidé (sipas emrit té funksionit).

Ményra II. E konstruktojmé grafikun e funksioni 9 né intervalin [0,272], me ¢farédo
saktési, duke e zbatuar pérkufizimin e tij né vijén rre metrike.

Pér até géllim, skicojmé vijé rrethore me j€) dhe gendér né boshtin x, kurse pastaj duke

filluar prej pikés A e ndajmé vijén rrethore & ér t€ pjeséve té barabarta (né figureén 3 ai

= A, me té cilat jané pércaktuar kéndet

62,2388 0% 3 % Peg
8 4 8 2 8 4

segment gjatésia e té cilit éshté me gjatésiné e vijés rrethore, d.m.th. segment me gjatési

htu né 16 pjesé té barabarta (fig. 13). M& tutje, né€ pikat 0,1, 2,

3, ..., 16 prej vijés rrethoreuérheqim drejtéza paralele me boshtin x, kurse né pikat 0, 1, 2, 3, ..., 16 né

boshtin x ngrejméd ale.
funksionit (pse?), &

, duke filluar prej fillimit t€ koordinatave O, bartim

A0 1 2 45 67 g\Y 101112 31415/ 22

fig.5
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té cilét i lidhim me vijé té hollé dhe késhtu e fitojmé grafikun e funksionit y=sinx, né intervalin [0,27]
(fig.3).

2. Vijimi dhe grafiku i funksionit y = c0sX. Grafikun e funksionit t& kosinusit mund ta
konstruktojmé (skicojmé) né ményré té ngjashme sikurse grafikun e funksionit té sinusit. Njé ményré
éshté formimi i tabelés:

n a2l 5 [n [72 [4a[3 [5 [l
x 0 6 3 2 3 6 6 3 2 3 6
P
B | L] of-L|-B B
2 2 2 2 2
COsS X
max ZEro min
Nése giftet e pikave (x,cosx) i vendosim né sistemin kénddrejté inativ/dhe i lidhim me vijé t€ hollé,

do ta fitojmé grafikun e funksionit y =cosx né intervalin
té€ y =cosx . Nése kéte valé e bartim njérén pas tjetrés
fitojmé grafikun e funksionit cosx né téré integvali (fig.4). Grafikun e kosinusit e quajmé

kosinusoidé

xe [0,
si COsx
0 2 n 2;—‘- o | 22 1 on E ____________
2 2 S "0. 1 .
0 1| 0]- 0 — - >
- / ) .- _n o'. Z = v .'OE .E o‘. 2n -5-,-?- X

sinx | zero Iax (zro |rin |ZT0 | mx e 4 2 K, 12" 2

1 0 [ 1| 0| .1 ]oO )
cosx | ma : 270 | 1Gn {2 70 | D X | Zero fig.9
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Prej tabelés vérejmé se vlerat karakteristike t& kosinusit (zerot dhe vlerat ekstreme) fitohen pér vlerat e
argumentit té cilét jané ,,zhvendosur’’ pér L njési majtas né€ lidhje me vlerat e argumentit pér té cilét
fitohen vlerat karakteristike t€ sinusit, kursg e njéjta vlen edhe pér té gjitha vlerat tjera té kétyre dy
funksioneve. Kjo do t& thoté se grafikun e cosx e fitojmé kur grafikun e sinx do ta zhvendosim pér %
njési majtas né drejtim té boshtit t& x (fig.9). Deri te shqyrtimet e njéjta arrijmé edhe me ndihmén e
formulés pér sjelljen cos x = sin(x + %) ;

Prej grafikut t€ funksionit mund t'i shqyrtojmé vetité e kosinusit t& cilat tani mé i kemi
konstatuar:

1. -1<cosx<] ose ‘cos x‘ <1, d.m.th. funksioni éshté 7 kufuizuar,

2. grafiku i funksionit éshté simetrik né lidhje me boshtin y, d.m.th. cos# éshté funksion
gift,

L

37

-
ra

Y/
2
x=5+kfr (ke Z) , pér té cilét 00{"2'+kﬁJ=0§V1J0ﬂ x=5+k7: (k&) jané zero té

, & dm.thing

3

3. grafiku e prené boshtin x né pikat ..., —

3

(SRR

n
5 ]

kosinusit,

4. né intervalin themelor [0,2n], cosx menofomisht zvogélohet prej 1 deri n€ —1 né
intervalin [0,7], kurse monotonisht rritet prej -1 deri né lyné intefvalin [7,27t]. Ose né pérgjithési,
né téré fushén e pérkufizimit (—oco,+e0) , cosx anonotonishtritet né intervalet [(2k —1)7,2kz ],
kurse monotonisht zvogélohet né intervalet [_2;??!;-,:(21{ + 1}’&;], ke Z;

5. cosx arrin maksimum g=1 pér w=2%kzn, ke Z dhe minimum y=-1 pér

x=(2k+ 1)z ,ke Z , pérkatésisht cos2%ka&1, gos(k+D)z=-1, k=0, +1, +2,...
6. cosx>0pérxe [~%,%} pérkatesisht pér xe (—%+ 2k7r,-j2£+ Zkﬂ], ke Z;

cosx <0 périxe (%,Eg] pérkatésisht pér xe (—Z— + 2k7z,37’r + 2k9r} ke Z.

3. Vijimixdhegrafiku i funksionit y = tgx.

1" Busha e pérkufizimit pér tangensin jané intervalet Dy, =R\ {-’23 + kﬂ1 ke Z } ;

2% bashkeésia e vlerave &hté intervali ¥, , = (-0, +00);

3" funksioni éshté periodik me periodén themelore 7=m;

4° pér ¢do x=kn(keZ),tgkn=0, dhe vijon, zero té funksionit jané numrat
x=kn (ke Z);
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5° kur x tenton kah %+k7r(x-—)%+xx) atéheré tgx — oo, dhe vijon se drejtézat
x:EHm' (k€ Z)jané asimptota vertikale pér tangensoidén. Pér k=0 e fitojmé asimptotén
n 3 ; o n
xZE' kurse pér k£ =—1 asimptotén x=-E;
6° tgx monotonisht rritet né ¢donjérin prej intervaleve (—%+kﬂ,%+kﬁ Z; per

k =0 e fitojmé intervalin themelor (_%,%) :

7° né ¢do interval (_% + kz,kx) (k€ Z) grafiku éshté nén boshtin x, . tgx<0, kurse

né intervalet (Im,% + k) (ke Z), grafiku éshté mbi boshtin x d.m.th. =0, i fitojmé

on ta konstruktojmé grafikun e
—% %J Grafikun e y=tgx

sikurse gjaté skicimit t&€ grafikut té sinx dhe
cosx dhe ai mund té vérehet sipas figurés 10.

’ ‘ YA

2 1
~F123yP78 90

SE]

fig.11

fig.10
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Lakorja né fig.10 éshté vetém njé degé e grafikut té funksionit y =tgx. Me translacionin e tij

djathtas dhe maijtas sipas gjatésisé sé boshtit x pér gjatési 7, 2m, 37, etj., e fitojmé grafikun e funksionit

y=tg x né téré intervalet e pérkufizimeve (—% % kzr,% +kr), (ke Z) (fig.11).

Lakoren e cila e paraqet grafikun e y =tg x e quajmé tangensoidé.

4. Vijimi dhe grafiku i funksionit y = ctgx. Grafikun e funksionit y=ctgx mundta

skicojmé me ndihmén e grafikut té funksionit y =tgx duke zbatuar formulat pér reduktim

ctgx:—tg(x+%) (1)

¥ o=

27

|
s

(fig.12).

Prej (1) vijon se grafiku i ctgeyné’interyalin themelor
xe (0,7), e fitojmé kurfgrafikuniestgx né intervalin

(%,3?”) , me translacion dg ta zhvendosim pér % njési
majtas né drejfim t€'boshtit x, dhe pastaj do ta pasqy-

rojmé me simetri boshtore né lidhje me boshtin x

Définte i njéjti grafik do té arrijmé edhe nése
fﬁnnojmg'tabelé prej njé numri té pikave prej grafikut té

fig.12 funksionit y =ctgx té intervalit themelor (0,m), kurse

Pastaj i bartim né sistemin koordinativ dhe i lidhim me

Vvij€ t& holl€. Preferojmé kété nxénési ta bén per ushitrim.
Lakoren e cila e paraqet grafikunie y =Ctgx e quajmé kotangensoidé

Prej grafikut i vérejmé€keto veti pér funksionin y = ctg x :

1° bashkésia e pérkufizimit pér ¢tgx éshté D, =R\{fkn} ke Z;

ctgx
2° drejtézat x =kzn (ke Z) jané asimptota vertikale pér funksionin ctgx;
3° bashkésia® vieravegshte intervali (—oo,+ o), d.m.th. ctgx &shté funksion i pakufizuar;

4° zerot ?é’i’: efgx jan€ numrat x=%+k7r(ke Z),dmth numrat ... - — —-—,— — .. ;

5° ctgx _monotonisht zvogélohet né ¢do interval (kz,(k +1)7), ke Z :

LS" né ¢do interval (k:rz',-;z—+k:z) grafiku €sht€ mbi boshtin x, dm.th. ctgx>0, kurse né ¢do
interval (%+k7r,(k +1)mr) grafiku €shté nén boshtin x, dm.th. ctgx<0; pér k=01 fitojmé

intervalet themelore (0,—2—) dhe (-{;—, 7r) , pér t€ cilét ctgx >0 respektivisht ctgx <0, pérkatése.
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DETYRA

1. Eshté dhéné funksioni y=sinx. a) Plotésoje tabelén:
b) Duke e shfrytézuar tabelén nén a) vizatoje grafikun e funksionit né intervalin

nn |57
x 1206| |31z &
ol 126 0,51
sinx % 1| c) Duke e shfrytézuar formulén sin(’—zz +x)= sin(’—; —x) vizato grafi intervalin
n
—, 7]
[2 ]

¢) Duke e shfrytézuar formulén sin(z + x) = —sin x vizatoje grafikun né intervalin

2. a) Pér vlerat e argumentit x = {_ﬂ’_S_H'_S_:: ,—£ ,—E- ,—i,—ﬁ,{)} formo ta
6 4 2 3 4 6

b) Duke e shfrytézuar tabelén e fituar nén a) skicoje grafikun e funksionit’y

c) Duke e shfrytézuar vetiné cos(—x)=cosx dhe grafikun e funksion

in [-m,0], skicoje grafikun e

y =cos x té segmentit [0,7].

L2l -xl.81.8 g2 % X 7| 3. Plotésoje tabelén dhe Sipas asaj vizatoje grafikun e y =tgx, né
2 3| 4[ 6] [6]4]3 2
intervalin (-2 &y .
tgx -1 3 =y

4. Skicoje grafikun e funksionit y = tg x n€ intervalin f-m,n].

5. a) Plotésoje tabelén dhe sipas asaj j e y=ctgx né intervalin (0, _Z.].

b) Duke e zbatuar formulén ctg(z — x) =—ctg x dhe grafikun nén
a) skicoje grafikun e ctg x né intervalin [0,7].

it y =ctgx né intervalin [—37” ,12’5

]




2.2.2. VIJIMI DHE GRAFIKU I FUNKSIONIT y=asin(bx+c)+d .

Pér ta fituar grafikun e funksionit y=asin(bx+c)+d , paraprakisht do t'i shqyrtojmé dhe

skicojmé grafikét e funksioneve:

y=asinx, y=sin(x+c) dhe y=sinbx.

1. Grafiku i funksionit y = asinx, (a#0). Vlera e funksionit y =asinx péfVién e
argumentit x fitohet kur vlerén e funksionit y =sinx do ta shumézojmé me konstanten a. Prej késaj vijon
se grafikun e y = asinx mund ta fitojmé me ndihmén e grafikut té y =sinx ashtu gé.cdo ordinate'té tij
do ta shumézojmé me a. Kjo do té thoté vlerat karakteristike (zerot dhe ekstremet) pér y'= @8in x jané
né t€ njéjtat vlera té x sikurse edhe pér y =sinx. |

Né kété ményré, varésisht prej asaj se vallé |a|>10se |d|<1, guafikun'e, y&fasinx e fitojmé,
pérkatésisht, vetém ,,me zgjatje’’ ose ,,me ngjeshje’’ té grafikut t€ y =simx pér |a| heré né drejtim té
boshtit y.

Prej —1<sinx <1 vijon —|o| < asinx < la|, d.m.th.

max(asinx) = 'a| , min(asinx) = —M :

Numri |a| quhet amplitudé pér funksionin g»= asin x, dhe e jep largésiné e pikave ekstreme prej

grafikut deri te boshti i abshisés.
> Shembulli 1. 7"i skicojmé grafikét e funksioneve y =sinx, y, =2sinx dhe Vs =%sinx. né
té njéjtin sistem koordinativ.

Zgjidhje. S€ pari e skicojmé grafikun'e y =sin x ; pastaj grafikun y, e fitojmé duke e zgjafrur

sinusoidén pér 2 njési né drejtin té boshtit'y, kurse grafikun e y, duke e ngjeshur pér —;- njési né drejtim

té boshtit y (fig.1) m

\ E®

fig.1
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» Shembulli 2. T'i skicojmé grafikét e funksioneve a)y=-sinx b)y, =—3sinx
1 .
c)y, =—§smx :

Zgjidhje. a) Kétu a =-1. Kjo do té thoté se ¢do ordinaté e y =sinx duhat ta shumézojmé me -1.
Pasi pikat (x,y) dhe (x,—y)jané simetrike né lidhje me boshtin x, grafikun e y =-sinx e fitojmé kur
grafikun e y =sinx do ta pasqyrojmé simetrikisht n€ lidhje me boshtin x (fig.2)

b) Pasi a=-3<0, grafikun e y, =-3sinx e fitojmé me ndihmén e grafikut t€ =—sinx, me
ngjeshjen e saj pér 3 njési sipas gjatésisé sé boshtit y (fig.2).

Né té njéjtén ményré e skicojmé grafikun nén c) (pérpiqu ta vizatosh vet duke pércjellé#€ njéjtén
meényré sikurse nén b) (fig. 2).

- "hy - -

VARRN 2° N\ oYy =3sinx 7N

fige
2. Grafikui y =sin(x#& &)s Pér ¢fatedo vleré x, € R, vlen:

§in x, =sin((x, +¢)—c),
prej ku vijon se pikat_prej grafikut téy=sin(x+c) mund t'i fitojm&é me translacionin e pikave té
sinusoidés y =sinx pér c njésiné drejtim té boshtit x.

Kjo do .téythoté, imtervali themelor (perioda) dhe pikat karakteristike prej grafikut
té y =sin(x +¢)zerot dhe ekstremét) jané zhvendosur pér ¢ njési né lidhje me pikat pérkatése prej
grafikut t& y =sinx , dhe até pér ¢ njési majtas prej ¢ >0 (translacioni majtas), ose pér |c| njési djathtas
nése ¢£0 (translacioni djathtas). Vijon:

- intervali themelor pér y =sin(x + c) éshté intervai [— ¢,27 ~ c];

- y=0 dm.th. sin(x+c)=0 pér x+c=kn,dmth. x=kn—c, ke Z;

-y =1 dmth. sin(x+c)=1 pér x+c=%+2k7r,d.m.th. x:(%+2k7:)—c, ke Z;

- Yoin =—1 dm.th. sin(x+c)=-1 pér x+c=-3;+2kﬂ,d.m.th. x=(§2£+2kfr)—c, ke Z,

- grafikui y=sin(x+c) éshté ,,zhvendosur’ sinusoida.
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» Shembulli 3. Duke e pérdor grafikun e funksionit sinx, t'i skicojmé grafikét e funksioneve:
. V4 . /4
a)y =sm(x—z‘) b) y= s1n(x+?)

Zgjidhje. a) Kétu ¢ = —% <0, prandaj grafikun e sinx do ta zhvendosim népér gjatésiné e boshtit
x pér % njési djathtas. Vijon se, vala themelore éshté né intervalin [%,—;—] (fig.3).

Y4 yesinx y =sin(x—%)

1
D\ /X ,,__/V> x
- @ i1 S AN -
\\/// 1 \

fig.3

b) Kétu ¢ = % >0, pra grafikune y = sin(x+%) e fitojmé me translacionin e grafikut té sinx pér % njési

majtas. At€ mé thjeshté e béjmé ashtu qé i zhvendosim pikat Karakteristike, zerot dhe ekstremet pér 3

njési majtas dhe i lidhim me lakore identike me sinusoidénithemelore (fig. 4). Intervali themelor, te i cili e
skicojmé valén themelore té funksionit éshté

[_ % 27 — ?} Pér shkak té qartésisé, pikat

A L2 B A N A I S A P
karakteristike prej grafikut né intervalin the- 312 3 312 3 3
melor i vendosim né tabelé. sin(_\:+%) 0 1 0 -1 0
zero | max zero | min Zero

y=sin(x+%)

fig.4

3. Grafiku i funksionit y = sin bx .Vérejtém se perioda themelore e funksionit y =sinx éshté

T=27 Do té tregojmé se edhe y =sinbx &shté funksion periodik me periodén themelore 7' =~‘2§ . Me té

vérteté, pér b >0 kemi:
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sin bx =sin(bx + 27) =sin(bx + b - 2%) =sgin b(x + 2%) .
Pér shembull, perioda themelore ¢ funksionit y =sin2x éshté T :2% =7 , kurse perioda pér

y= sin-';—c- ésht€ 7=——=4x . Vérejmé se pér b=2>1, funksioni y =sin2x ka periodé themelore e cila

MI-—-|'§]"

€shté dy heré mé e vogél né lidhje me periodén e funksionit y =sinx, kurse pér b =—%-<1 perioda e

funksionit y = sing éshté dy heré mé e madhe né lidhje me periodéne y =sinx.
Kjo vlen né rastin e pérgjithshém. Nése |b| >1, %lr— <27 , atéheré perioda themelore e funksionit

y=sinbx &shté¢ mé e vogél se perioda themelore e sinx. Nése |b'f<la1£ihcré %D'Zﬂ', pra vijon,

perioda themelore e y =sinbx té jeté mé e madhe se perioda themelore elsin .

Ta dijmé vijimin dhe ta vizatojmé grafikun e funksionit y =sin bx mjafton ta skicojmé grafikun e

. 2 i & ;
tij né intervalin themelor [O,ﬁ] dhe ajo éshté vala themelore pér y =sinbx .

Numri |b| tregon sa heré intervali thémelor pérmbahet te intervali themelor pér funksionin
y =sinx, pérkatésisht né segmentin me gjatési 27 dhe e quajmé frekuenca rrethore pér funksionin

y=sinbx .

Numri Tz]zbii!— (periodate fufiksionif), e jep gjatésiné e intervalit themelor té funksionit

y =sinbx quhet edhe gjatésia vaigre pér funksionin,

Prej téré asaj @€ u_theksua mé larté vijon se grafikun e funksionit y=sinbx e fitojmé prej
grafikut té y = sing*me,, zgjatje’” pér |b| -heré nése [b|<l , 0se me ,,ngjeshje’’ pér |b‘ heré nése |b| >1, né
drejtim t€ boshtit x. Kjo tani do té thoté se vlerat karakteristike (zerot dhe ekstremet) funksioni y = sin bx
i fiton ng@bshisa téwilat jané ]bl -heré mé té médhaja ose mé té vogla prej abshisave te té cilat funksioni

» =sin x ifiton vlerat pérkatése karakteristike, varésisht prej asaj vallé |b| <1 ose ‘b‘ >1. Késhtu kemi:

. n . .
- 9»=0, dmth. sinbx=0 per bx=kzm, x=k- _3; , ke Z , kurse zerot né intervalin themelor

[0, %I] 1 fitojmeé pér k= 0,1,2;
2k
- Vo =1, dmith. sinbx=1 per bx= % +2kz, x= 78 + _bji , k€ Z;, maksimumin né
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intervalin themelor [0,~] e fitojmé pér k= 0.

. 3z G i "
= Vmin =—1, dm.th. sinbx =—1 per bx=—2—+2k7r, X =—+——, k€ Z; minimumin né

intervalin themelor [0,~—] e fitojmé pér k= 0.

27
/&

In 2kn

2n

o

> Shembulli 4. T"i vizatojmé né té njéjtin sistem koordinativ grafikét e funksioneve

a)y=sin2x b) y=sin%

Zgjidhje. a) Perioda themelore péf y =gin24 sikurse

x 0 {£ |2 | B |=
4 2 4 vérejtém mé larté éshté 7 =7z , pradintefvali themelor né té
sin2x | 0 |1 0 | -1 0 | cilin do ta vizatojmé valén thémelore ®shf€ intervali [0,7].
zero | max | zero | min | zero | Pikat karakteristike pér funksionin i vendosim né tabelén
majtas, kurse grafiku éshté treguarméffig. 5.
- y =sinx & x
y=sin2x A Y Ly=sin3
vvvvvvvv ’ '}{ L
0 o
7 A\ == Y
- 4 2\ A (S ] . 47
b SO S N e A e i P
_____ =]
fig.5
* 0 7 |21 |3m_ [m, b) Perioda themelore péryzsin% éshté T =4n, kurse
v
S 0 : ) intervali themelor &shté [0,47] (fig.5). Vlerat
' = karakteristike té funksionit jané vendosur né tabelén
ZEro max/| zero min | zero %
' majtas.

s Shembulli 5. Ta caktojmé amplitudén, periodén dhe barazimin e lakores té paragqitur né fig. 6.
Zgjidhje. Lakorja éshté sinusoida y = asinbx, me
amplitudé @ =3 dhe periodé T =8. Prej barasisé

T :_Zbﬁ kemi 8 =%, prej ku e gjejmé

=y

b= :j‘éﬁ =g . Prandaj barazimi i lakores

€shté y = 3sin %x .
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4. Grafiku i funksionit y = asin(bx +c) . Funksioni
y=asin(bx+c¢) (a#0, b6>0) (1)

éshté funksion periodik me periodén themelore &= . Me té vérteté,
b
. 2w ; 2 : ;
asin(b(x+ ?) +c)=asin(bx+b —b-— +¢)=asin((bx+c)+27r)=asin(bx+c).

Numri |a| paraget amplitudé pér funksionin y = asin(bx +c) . Pér shkak té
asinbx:asinb(x+§~§),vxeR

grafiku i funksionit (1) fitohet me translacionin e grafikut té funksionit y = asin bx‘né drejtim t€ boshtit x

pér —;; njési majtas nése éshté %> 0, ose pér %‘ djathtas nése éshté %c 0.

Né bazé té asaj qé u pérmend mé larté vijon se grafikun e fiksionit (1)’mund ta fitojmé me
transformimin e grafikut té y=sinx, ashtu qé njérin pas tjetrit"i, skicojmé grafikét e: y=sinx,

y=sinbx, y=sinb(x +§) dhe pérfundimisht y = asin b(x -i-_-%)‘ pié cilét tani mé dijmé t’i vizatojmé.

» Shembulli 6. Ta vizatojmé grafikun e fuksionit y:_:=-'-;-sin(2x+1) me ndihmén e grafikut
y=sinx.
Zgjidhje. E transformojmé barazisfiin y*—-%sin('?x-t-l) né formén y=%si112(x+%).

1

Perioda themelore éshté T=27”=y‘r=<2g, qé .do té thoté se kemi ,ngjeshje’” té& valés themelore té

sinusoidés y =sinx pér dywheré. | Pasi 3:1, kemi translacion té sinusoidés pér — njési majtas,
y p E=3 p > ) j

pérkatésisht intervali themelor €shté [-.12_,;:—%] Amplituda éshté a = -!2— <1, gé do té thoté se amplitudén

e y=sinx duliet ta zvogelojmé pér dy heré. Domethéné, i vizatojmé me radhé grafikét e 1°y=sinx;

2° P sin 2x (ﬁg?ﬁ), 30}4 Ssin2(x+ -:l):) (ﬁg?b), 4° y= %sin 2(1‘ o+ %) (ﬁg-7c)-

1°am i
N J7snx =sin2x
WA
L \‘\
0 = nN. 3 7 2n i o Co )
: 4 2 SodoNZ ngjeshja né drejtim té boshtit x
fig.7a
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i .
translacioni pér 5 majtas

fig.7b

3° YA y=sin2(x+1)
=Lgin(x+1)

fig.7c

» Shembulli 7. Ta shqyrtojmé vijimin dhe ta n e funksionit y=-3 Sil‘l(?]?’- x— %) .

Zgjidhje. Mund ta skicojmé grafi sionit duke e vijuar t€ njéjtén ményré sikurse te

—f‘; njési djathtas népér gjatési t itd; a=-3<0 d.m.th. amplituda éshté |a|=|-3|=3>1 qé do t&

thoté se amplituda e y =si t€ zmadhohet pér tri heré. Vijon, t'i vizatojmé me radhé grafikét e:
; : o 1 .

y=sinx; y=sml 1 . —-%) dhe né fund y=~3sm%(x—%) (fig.8) =
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Grafikun e funksionit mund ta fitojmé edhe drejtpérdrejt, duke i pércaktuar vlerat (zerot dhe

ekstremet) pér funksionin e intervalit themelor [% A+ %] d.m.th. [%,11—71] . Pér funksionin e dhéné ato

jang:
; o ; sl T PEE 1 T T
1. zerot i caktojmé prej kushtit —-351n(3x _E) =0, pérkatésisht —2—x = =0 ose Ex 2 =7 ose

| /4 . T / n 97m n n 1in
—x——=27m, prejku: x=—, x=2r+)=2r+—=—, x=227n+—)=4m+—=—,
2773 e 4 7+ 4 4 @7+ 4

2. vlerat ekstreme. y,_ . =3 nése —3 sin(é—x~%) =3 d.m.th. sin(%x—%) =-1, prej ku caktojmé:

Lo P it w8 3 By B0,
2 8 2 2 B 4 4
. .17 ) - lgdn &
Ymin =—3 nése —=3sin(—x-—)=-3 d.m.th. sin(-x——) =1, prej K ——s —, pérkatésisht
Y. Gx—g)=1.prej ENgl =g =, P

e WG

2 8 4 4
Pér shkak té qartésisé vlerat e fituara i vendosim né A 2w 2 a2 3o 2 lame 2
tabelé me ndihmén e sé cilés e vizatojmé grafikun & 4 4 4 e 4
funksionit (fig. 9). -—35ih(%x—%) of-3 o |3 0

zero|min |zero | max |zero

Ay

Y

v ok T
r=—3 —_x——)
y sin{—x 5

3

fig.9

5./Grafiku i funksionit y=usin(bx+c)+d. Pér cfarédo vleré t¢ argumentit x vlerén e
Afimksionit
y=asin(bx+c)+d (3)
e fitojmé kur funksionit y =asin(hx +¢) do ta zmadhojmé pér d. Prej kétu vijon se grafikun e funksionit
y=asin(bx+c)+d e fitojmé me translacionin e grafikut t& funksionit y = asin(bx +¢) pér d njési né

drejtim té boshtit y dhe até: nése @>0 me translacionin né kahen pozitive (larté), por nése d<0 — me

translacionin né kahen negative (poshtg).



» Shembulli 8. 7a skicojmé grafikun e funksionit y = sin(%x —-;i) +2.

Zgjidhje. S€ pari e skicojmé grafikune y= sin(—;—x - %) , pér té cilin tani mé vérejtém se si fitohet,

kurse pastaj me translacion pér 2 njési né kahen pozitive té boshtit y e vizatojmé grafikun e

.3 n
=sin(—x——)+2
v m(zx 2)

Formoje tabelén e vlerave
karakteristike pér funksionin né
intervalin themelor, dhe sipas asaj
vizatoje grafikun e funksionit, kur-
se pastaj krahasoje me vizatimin e
fituar me fig. 10.

DETYRA

Caktoje amplitudén dhe skicoje grafikun e funksioneve né i n,27]:

La) y=sinx; b) y=%sinx ; C)y=%sinx : b) y=-3sinx;

3. Me ndihmén e grafikut té sinx skicoje gr:

a) yzsin(x—%); b)y:sin(x+%); <23 @ y=2sin(x-2)

4. Caktoje periodén kurse pastajéki€oje e funksioneve:

a) y=§-sin3x; b) y=-2s 4x) B © y=sin§;E

5. Shqyrtoje vijimin dhe rrafikun e funksioneve:

a) y=sin3 ; y=~3-sir|(—l-x+£-) ©) y=-2sin(2x-1I)

2 2 6
6. Mc en e grafikut té sinx vizatoji graﬁké‘t e funksioneve (7-9) né intervalet themelore:
a). y 2(x—%)+1 b). y =2sin(2 - x)-2 c).y%sjn%xﬂ

c) y= —zsinx
=3
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2. 2. 3. VIJIMI DHE GRAFIKU T FUNKSIONIT y=acos(bx+¢)+d .

Grafikun e funksionit
y=acos(bx+c)+d (1)

mund ta fitojmé me ndihmén e grafikut té€ funksionit y =cosx me ményrén analoge t€ asaj me t€ cilén e
fitojmé grafikun e funksionit y =asin(bx +c¢)+d prej grafikut t€ y =sinx, d.m.th. duke i krye me radhé

transformimet: ,,ngjeshja’’ (nése b>1) ose ,zgjatja’” (nése b<l1) té valés themelore cosx' pér |b[ heré né
, drejtim t& boshtit x;  translacioni sipas gjatésisé s€ boshtit x pér —g— njési; ,,zgjatje” (azl) ose
,ngjeshje’’ (a<1) té amplitudés pér || heré sipas gjatésisé sé boshtit y dhe u€ funditransldcionin pér d

njési sipas gjatésise s€ boshtit y.
Domethéné, njérin pas tjetrit i vizatojmé grafikét e funksioneves

y=cosx,y=coshx, y=cosbh(x+ i—) , y=acosbh(x+ %) dhg:_:pérfundimisht

y=acos(bx+c)+d.

» Shembulli 1. Ta vizatojmé grafikun e funksionit y= 2005(% +—7;—) —% me ndihmén e grafikut té

Y=COSX.

Zgjidhje. E shkruajmé funksioningéformén y=20055(x +zz3—)-w;—, kurse pastaj i skicojmé
njérinn pas tjetrit grafikét e funksioneve: y=cosax, y=cos%(x+%), y=2cos%(x+%z—) dhe

1 7 1
=2cos—(x+=)—— (fig.1).
y 0082(x 3) 2( g.l)

fig.1

» Shembulli 2. Ta shgyrtojmé vijimin dhe ta skicojmé grafikun e funkdionit: y =—cos(2x _i;_) :
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Zgjidhje. Perioda themelore e funksionit éshté T = —2£ =77, kurse intervali themelor né té cilin e

9 I . .
shqyrtojmé funksionin éshté intervali [—g—,ﬂ' +%}, d.m.th [%ﬁgi] . Vlerat karakterisrike pér funksionin
(zerot dhe ekstremet) né intervalin themelor jané:

. n 7
1. zerot: 1 gjejmé prej kushtit —cos(2x— %j =0 & 2x Y =5 dhe 2x ~ =—

_Tn,

E]

pérkatésisht x:% dhe x

n
2. ekstremet: y =1 & ~cos(2x—%)=l @005(23:—%):—] = 2x—E=7z < x=5—§—

¥

n : n
Ymin =—1 & —cos(Zx—%):—lm cos(2x—~§-)=l = 2x—%=0 ose 2x*—4—=_.2ﬂ' = x=§ dhe

9 : . ; AP Q..
= % . Pér qartési mé t& madhe vlerat e gjetura i vendosim né tabelé sipas sé cilés e vizatojmégrafikun (fig. 2).

X a3 |5n |Tn |92
81818 8 8
—-cos{2x—%} >
-1 o 1o |-1 X
min| zero| max{ zero|min
DETYRA

1. Caktoje amplitudén dhe skicejé grafikun e intervalin [-27,27]

a) y=%c05x ;o b) y g%énsx ;0 €) y=—cosx ; ¢)y=-2cosx; d)yZ—%COSx
2. Me ndihmén e grafikut t& cosx skicoji grafikét e funksioneve (6-9):

ﬂ)y=2qas(.y~'%); b) y=cos(x+—§-); c) y=—cos(%-—x) 5 ¢) y=cos(x-1)

3. Caktoje periodén kursepastaj skicoje grafikun e funksioneve

@) y=cos(®2x); b) y= %ms% , €)y=-2 cos{—%x} ;¢ y= CDS~3;-
4. Me trdnsformime pérkatése té cosx skicoji grafikét e funksioneve né intervalin themelor:

a). y=cos3(x - %) i b) y= %cos(%x + %) s ¢) y=2cos(l-2x)

5. Shqyrtoje vijimin dhe vizatoje grafikun e funksioneve:

8) y=—cos2x-2)*+l; b) y=3cosBx-7)-2; ©) y=2cos®-F)+l ©y=3cosE-Z
y=—cos2(x 2) )y ( ) ! 3::05{4l 2)+2 ] (2 4]

e e e e e e e e e e
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2.3. TRANSFORMIMI I SHPREHJEVE TRIGONOMETRIKE
2.3.1. TEOREMAT ADICIONALE PER FUNKSIONET TRIGONOMETRIKE

Teorema 1. Pér ¢farédo vlera o dhe o fvlejné formulat adicionale:
cos(a + f) =cosa -cos i —sine -sin ff

(Ca+ﬂ )
cos(a— fi) =cosa-cos ff +sina -sin fi
(Cap)
Vértetim. S¢ pari do ta vértetojmé formulén (C,_g). Le t€ jené ar dhe f3 ¢farédo k gjedhur

(fig. 1). Koordinatat e pikave M dhe N jané:
Xy =COSQ, J, =sina

xy =cosf, yy=sinpf

Largésia d ndérmjet

1»¥1) dhe M,(x,,y,)

njehsohet me formulén

sipas sé cilés pér

)

MN" =(x, —xy ) =(cosa—cos B) +(sin & —sin B =

o0s® f+sin’ & — 2sin asin f +sin’ f=

fig.1 2 B+ 2sinasin f)
Nése kéndin a—ff =ZNOM g€ rromllojme dhe e sjellim né pozitén standarde ashtu q¢ a—f =
ZAOR, atéheré koordinatat e '
largésisé AR kemi:
AR = (cos(
2c0_s(£2!—_ﬁ_);|-21 +sin’ (@~ B)=2-2cos(e - B)
isht AR =MN , vijon:
2- 2(cos(a - ﬂ): D 2(cosa cos 3 +sinasin f)

n(-o)=-sina, e fitojmé formulén (C,,4):
)= cos(a - (—ﬁ))z cosa -cos(—f) +sina -sin(—f) =cosa-cos f+sina-sinfi. ¢

Vérejtje. N vértetimin e teoremés nuk kishim kurrfaré kufizime pér argumentét  dhe fato jané me ¢farédo
madhésie. Formula pér largésiné €shté gjithashtu e sakté pér ¢farédo pozite té pikave, prandaj vértetimi ka karakter té
pérgjithshém, d.m.th. vlen pér ¢farédo viera zdhe

Pasoja 1. Nése a+ =—2- atéheré cosa =sin fi, cos ff =sina .

92



Vértetim. Prej o + f 2% pérkatésisht o = % — f, sipas formulés (C,_, ), kemi:

< W 5 . ;
cosa=eo.{%-ﬁ)=cos%-cosﬁ-l-snmz—-smﬁ:o-cosﬁ+l-smﬁ=smﬁ ¢

Pasoja 2. Nése a+ f =~';i atéheré tga =ctg f§, tgf=ctga .

sina@ _ cosfi

——=ctgf o
cosa sinf3

Vértetim. Sipas pasojés 1: tgar =

Teorema 2. Pér ¢farédo viera té adhe B vlejné formulat:
sin(a+ fi) =sina - cos f + cos - sin i (Smﬁ)
sin(a — f)=sina - cos f —cosa - sin f (Sﬂr

Vértetim. Prej pasojés 1 kemi:
sin(o + B)= cos(% -(a+ )= cos((% —-a)— f)=cos

Nése né (S{x+ s ) e zévéndésojmé fme —f fitojmé:

sin(a — f)= sin(a + (—ﬁ)): sin @ cos + cos #8in(—/fi) =sina cos fi —cosasin i

Me ndihmén e formulave adiciondle

pér disa vlera té kéndit (pa tabelé dhe
do ta ilustrojmé me disa shembuj.

én e: a) cos75°; b) sinl5°.
=30°+45°. Atéheré sipas formulés ( Caip):

f«/_lf(fl)w/—

?) =c0s30°cos45°—sin30°sin 45°=—.— . 1% _
2 2 2 4

» Shembulli 1. Tu ca
Zgjidhje. a) Vi

cos75° =

b) ~30°, prej (Sa_ﬁ) kemi:

» Shembulli 2. Ta caktojmé vierén sin—g-.

Zgjldh]e PaSl .];—?z =—§— % ; pre] fomules (S ﬁ) keml
5i“—=>l 242 —sm—cos—+sm£cos£:i.‘/_§. J_E.ﬁ_ V2 (1443 "
3 4 4 3 22 2 2 4

d t'i gjejmé vlerat e sakta té funksioneve trigonometrike
kulator), si'edhe té thjeshtojmé disa shprehje trigonometrike. Kété
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» Shembull 3. Nése sina =% (O<a< %) dhe sin f = % (-?;— < B <), ta caktojmé vlerén

e cos(a + f).

Zgjidhje. Pér ta caktuar vlerén e cos(a + f), duhet t'i gjejmé cose dhe cosf Pasi

0<a<~£ vijon cosa >0, pra cosa=v1-sin’a = 1—%=—§—.Ng}ashém,pér

%<ﬁ<7z‘, cos f<0,pra cos f=—1-sin’ f =~ I—£ =—E.Tani kemi:

cos(a + fB) = coso:cos;f.'i’—mmcwmﬁ-—~3 (——)—i - =

=y 65

Teorema 3. Pér ¢farédo kénde o dhe B pér té cilé'r Jjané caktuardg o, tg fiytgle + f),

dm.th. o, #k- %, ke Z, viejné formulat adicionale pér tange

tgattgf
tf)=—-r—"— T,
tg(a ﬁ) l:tha-tgﬁ ( aiﬁ)

Vértetim: Duke marré parasysh supozimin (1), kc
..t,.

(@t f)= sin(@+ B) _sinacos B

cos(a + ﬁ) cosacos fFs

sin cos

. sin 3

_ cosacos osa cosf  tgattgp .
cose cos f3 I sina sinfi lxtga-tgf
COs X co cosa cosf

Teorema 4. Pér ¢farédo he B pér té cilét jané caktuar ctga, ctg f, ctg (@ + B).

dmth. a,f#kn rmulat adicionale pér kotangensin

+ =ctga-ctgﬁ$1 cr,
glat ) —*_ctgaictgﬁ ( iﬁ)

Vérteti aj e nxirret né ményré analoge sikurse ajo pér (Ta 1B ) dhe e 1émé pér ushtrime.

Shembulli 4. Ta thjeshtojmé, kurse pastaj ta caktojmé vlerén e shprehjes:
tg 70° +tg170°
1+ctg20°-tg10°

Zgjidhje. Kemi:

o o o o__1n° o_ o
tg 70° +tg170 _ tg 70° + tg(180° —10°) _ tg 70° - tg10 =tg(’?0°—10°)=tg60°=ﬁn
1+ctg20°-tg10° 1+ ctg(90°—70°)-tgl0° 1+1tg70°-tg10°
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DETYRA

1. Nése Q< < z , duke 1 zbatuar teoremat adicionale vérteto:
2

a) sin(%i»(;r):cosa; b) cos(%z-af):—sina; ¢) ctg(2n —a)=-ctge;

Thjeshtoji shprehjet:

2. 5in30°+ @) +sin(30°-a) 3. cos(@+ %)+ cos(ax - ) g; Sk A} —eosasing
4 4 sin(e — ) + cosasin f
Njehso:
5. ctg(30™), nése ctgo=2 6. @% +a), nése ctgar=15
o = 5 " o 4
7. cos(60° - @), nése cosa = = 8. sin(45° + ), nese tgar = 3

Vértetoji identitetet:

. ; : ; i —2cosasin D
9. sin(@ + ) -sin(a — B) =sin’ & —sin 10, Sinl@+4) — to (s
A 2cosacos # —cos(a + ) zagd)
11. ﬁcosa—2c05(45°+a) ’

2 sin(45° + a)w «.Esin [

=tga

2.3.2. FUNKSIONET TRIGONOMETRIKE TE KENDIT TE DYFISHTE DHE GJYSMEKENDIT

Nése te formulat adicionale (S,,, ), (Cls ), '{T@ﬁ')' dhe (CTmﬁ) vendojmé a=pf, i fitojmé

formulat:

sin 2 = 2sin@.cos o (S, ¢
cos 2¢ = cos® o —sifl” & (Cos
- 2itg & :
tg2cr= - T,
g i _ tgz o ( 2.
Btz o —1
otg 2a= 82 (CTZ )
wctga

té njohura silformtlaspér funksionet irigonomelrike prej kéndit té dyfishté.
> Shembulli 1. Ta provojmé formulén (S,,) pér a=30°.

Zgjidhje. E dijmé se sin 60"":7. Nése né formulén (S,,) zévendésojmé a=30°, fitojmé

sin60°=sin2:30°=2sin30°-c0s30°=2 - — — ="

» Shembulli 2. Nése o éshté kénd prej kuadrantit 1 dhe 51110::;, t'i caktojmé vlerat e

sin2a, cos2a dhe tg2a.
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tg o

Zgjidhje. Prej formuléscosaz=+/1—sin’ @ gjejmé cosa =1 2 =% , kurse pastaj edhe

25
sina 3 . —
= =—.Prej (5,,),(Cyy) dhe (7, ) giejmé:
cosa 4
g
Sin2a'=2._3...i=..2i, 0052a=(i)2—(§)2 :i' tg2a = 4 ._,ﬁ-
55 25 5 5 25 3.3 7
1 (Z)

» Shembulli 3. Ta shprehim sindx si funksion prej argumentit x.
Zgjidhje. Kemi sin 4x =sin 2 -2x = 2sin 2x - cos 2x = 2(2sin x cos x)(cos”

= 4sin x cos’

Nése te formulat adicionale (S,,5 ), (Cyyp), (T4 ) dhe (CTa

2 dovi fitojmé formulat:

o
90 % ctg® — -
a . L0 tg—
sina=2sinZcosE; cosa=cos’——sin’—; 2 ; ctga=—=2— .
2 2 2 56 o

2

e identitetit (C,,) i fitojmé edhe kéto formula pér

cos2a:
(1
dhe
@
Nése e zgjidhim barazimine@l) st 2o, kurse (2) sipas cos” @ i fitojmé identitetet:
.5 l-cos2a cosga=1+0032(2
smn 0‘.’———2 3 _2 — (3)
e (4) izévéndésojmé xme %, i fitoymé formulat:
= fioss
R . R P R T VN s .)
2 2 2 2 ;
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Prej (S, ) dhe (C,) vijojné formulat:
2 *

tgg—zi | —cosa T,): ctgg=i l1+cosa (CTa)
2 ql+cosa = 2 Vl—cosa =

Identitetet (S,), (C,), (T,), (CT,) njihen si formula pér funksionet trigonometrike prej
2 2 2 2

gjysmékéndit. Gjaté shfrytézimit té tyre, zgjedhim shenjén ,,+° ose ,->> varésisht prej lin
kuadrant &shté kéndi %

» Shembulli 4. Ta caktojmé vierén e sakté té cosi:— .

Zgjidhje. Pasi %zz-;—-%z, pér ta njehsuar vlerén 0055_;{ do

DETYRA

1. Njehso : a) sin2anése éshté sinor =

C) sin2a nése cosa:%, §£<a<27r
2
24 3

2. Nése éshteé sing=—-—— 7 ,Mjehso:  a)g; & b COSE ) 1.2
25 2 i, Sees O4g

150 vie , COS &, tg @&, ctg o, pa zbatimin e kalkulatorit.
jehso: a)cos 420° b)cos210° ¢)cos 105°

o) ctgZ
D)

3. Nése a2 =22°30', njg

4.Nése cosga0°=—1

Thjeshtoji s
. . 1
5. 6. smo.f.—sm o
sin 2¢
Vértet
7. tga+2 8. sin3a =3sina—4sin’a; 15. cos3a = 4cos’ @ —3cosa
9. l—S{anx =tgg(45n_a) 10. l1—cosa +sina ] 11. sma+m.)sa :1+sm2a
1 +sin2a | +cosa +sina 2 cosa —sin@  cos2a
12. ____'—ZSTna—s?n2a =tg2£ 13. 10.sin2a —cos2a-tga=tga
2sina +sin2a 2




2.3.3. TRANSFORMIMI I PRODHIMIT DHE SHUMES
TE FUNKSIONEVE TRIGONOMETRIKE

Teorema 1. Pér ¢farédo viera té adhe f té sakta jané formulat:
cosa-nosﬁ=—é~[cos(a+ B)+cos(e - )] (C+C)
sino:-sinﬁ=%[cos(a-ﬁ)—cos(a+ ﬁ)] (S-95)
sina-cosﬁ=%[sin(a+ﬁ)+ sin( — B) (§-C)

Vértetim. Nése i mbledhim anét pérkatése t€ (C,,,z) dhe (C,_4):
cos(a + fi) =cosa - cos i —sine - sin f§ (Cyip)

cos(at — ) =cosa-cos fi +sine -sin f

Cop)

fitojmé: cos(a + f) + cos(a — f) =2cosa cos 8, por nése prej (C,_;)e zbresim (C,, ;) e fitojmé barasiné

cos(at — ) —cos(ex + ) = 2 simewsin [ .

Nése né dy barasité e fundit i pjesétojmé t€ dy anét me(2 i fitojmé formulat (C-C)dhe (§-S). Né té

nj€jtén ményré prej formulave:
sin(a +f ) =sina -cos ff +smﬁ -cosan
sin(a — ) =sina - cos § <sin B - cosa

nése i mbledhim anét e majta dhe té djathta e fitojm@ barasiné
sin(a + ) +sin(dfs )& 2sina cos f

prej té cilés pas pjesétimit me 2 e fitgjmé&formulén (S-C) ¢
» Shembulli 1. Ta transformejmé né shumé kété prodhim 2005-:— : cos% ;

17z

» Shembulli 2. Tayeértetojmé identitetin: 2sin2a -sin @ + cos3a =cosa .

7T n 1 T T S
Zeoijidhje. 2cos—:cos—=2-—| cos(—+—) +cos(———) [=cos——+cos—n
AR 8 3 2[ (3 8) (3 8)] 2

Zgijidhje, 2sin2c -sinc + cos3=2- % [cos(2ex - @) - cos2x + )]+ cos 3 =

= cos@ —cos3¢ +cos3a =cosam

Teorema 2. Pér ¢farédo viera té adhe i jané té sakta barasité:
a+f c0s 2= b
2
-sin &~y
2

cose +cos f1=2cos )

a+pf

cos@ —cos ff=-2sin

(C+0)

(C-0)
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sina+sinﬁ=25ina+ﬁ-cosa;ﬂ (S +5)
sinaﬂsinﬁ-—*Zsina;ﬂ-cosa;‘B (§ =5
edhe pér té gjitha o, ¢%+kﬁ Jjané té sakta barasité:
tgaitgﬂzwﬁ (rx7
cosc-cos ff

Vértetim. Pér t’i vértetuar katér formulat e para fusim argumente ndihmése x dhe yn jet
barasive:
x+y=a, x-y=p 1)
Nése barazimet (1) i zgjedhim sipas x dhe y, fitojmé
a+p a-p
= = ; 2
B ¥y )

Nése tani e shfrytézojmé formulén (C - C) kemi:

(n (c-cy ) a+ o—
cosa+cos f = cos(x+y)+cos(x—y) = 2cos @ 2cos 2ﬁ - cos b

2
kurse ajo éshté formula (C +C).
Analogjikisht i vértetojmé tri barasité tjerad{preferojme, pér shkak té pérforcimit, té vértetohen pér
ushtrime). Pér formulat (7 +7) kemi:

sina _sinfi < sf tsinfcosa _ sin(at f) ;

ocos cosacos 3

tgattgf=
cosa cos

» Shembulli 3 . 7a tra rodhim kété shumé 1 +sina .

Zgjidhje. Pasi sin oidkemi:

Z+a Z-a T o« T «
1 +sin ¢ sin o =2sin 2 - COS - =2sin(—+—) -cos(———)m
2 2 4 2 4 2

i 4. Ta transformojmé né prodhim kété shumé sin10° + sin 20° + sin 40°.
40°+20° 40° -20°
o

dhje. sin10°+sin 20° + sin40° =sin10° + 2sin

=3in10°+2sin30°-cos10°=sin10° +2- %cole" =c0s80° +cos10° =

5 & °o_10n°
lo -cos80 210 =2'£Cos35°=ﬁ°°535°'

=2cos
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DETYRA

1. Njehso shprehjet: a)sin75°+sin15°; b) 305%1»005%; ¢) sin105°-sin15°; €) cos .. cos .
12 %0

Transformoji né prodhim kéto shprehje:
2. c0s35°—-c0s25°; 3. sina+cosa ; 4. 1g25°+1tg35°; 5. ctgﬂz. ~ctg
4 4

Provo saktésiné e barasive (6-8)

6. lg200+45i1120°='\/§; 7. 1 - ﬁ =4; 8. sini-singﬁ-san:l
sin10° cos10° 8 8 g8 4
Vértetoji identitetet: 9. sin® (a' + ﬁ)— sin? (a' - ﬁ)= 2sin2a -sin2f3 ; 10. ctga+l_ Ctg(qgéc--_ o)
ctger —1
11. Transformoji né shumé kéto prodhime: a) sin15°-cos 5° b) cin 2 sins
Vértetoji identitetet
12. 2cos2a - cos—cos3a =cosa 13. sina -2 sin(% -15°) cas(% +15°) =:-%

M. o sile+ 2y sike 25 15, cosa—cos3a _ 3
3 37 4 sina + sin 3¢

P e = ——————— e S e e —l

2.4. BARAZIMET TRIGONOMETRIKE

Barazimi trigonometrik éshté batasi né.1é cilen madhésia e panjohur paragitet vetém si argument
i ndonjé funksioni trigonometrik dhe i sakié vetémpér ndonjé vleré té caktuar té argumentit (jo identitet).
Pér shembull, barazimet

. A NF. . .
smxa.-g;'- sinad+ 2cos x =1; sin’ x+mtgx=0

jané barazime trigonometrike, porbarazimi
Sx—cosx+1=0
nuk éshté barazim tsigonometrik; pasi ndryshorja x pérfshihet edhe te shprehja 5x.
Barazind trigonometrik mé té thjeshté (themelor) éshté barazimi i formés
Sfx)=m

ku f{x) &8hté ndonj éri prej funksioneve themelore trigonometrike. Domethéné, ato jané barazimet e formés

sinx=m, cosx=m, tgx=m, ctigx=m (me R) 1)

Barazimet (1) i quajmé barazime themelore trigonometrike.

Zgjidhje (rrénjé) e barazimit trigonometrik t€ dhéné paraget ¢do vleré té ndryshores (argumentit)
pér té cilén barazimi éshté i kénaqur.

Karakteristike pér barazimet trigonometrike éshté ajo se ato ose né pérgjithési nuk kané zgjidhje,
ose kané bashkési té pafundme té zgjidhjeve (pse?)

100



Té zgjidhet barazimi i dhéné trigonometrik, domethéné té caktohen té gjitha zgjidhjet e tij.

Té zgjidhurit e tipeve t€ ndryshme té barazimeve trigonometrike bazohet né sjelljen né njérén prej
barazimeve themelore trigonometrike (1). Metodat me té cilat barazimi i dhéné trigonometrik
transformohet deri né barazim prej formés (1) qéndrojné né transformimin e barazimit né barazime
ekuivalente me t&. Po ashtu shfrytézohen identitete té ndryshme trigonometrike, duke i ruajtur té€ gjitha
rregullat e pérgjithshme pér zgjidhjen e barazimeve. Mé sé shpeshti, éshté e nevojshme té béhen mé shumé

transformime t€ cilat gjithmoné nuk na gojné nga barazimet ekuivalente, pra pér kété shkak mund té

paragiten edhe rrénjé t€ reja (pér shembull, kuadrimi i té dy anéve té barazimit). Prandaj éshté
zgjidhja e gjetur t€ provohet me zévéndésimin te barazimi fillestar.
Pér shkak t€ llojeve té ndryshme té funksioneve trigonometrike véshtiré mund € béhet

tyre.
Sé pari i zgjidhim barazimet themelore trigonometrike, zgjidhjet e té ci i mbash mend,
pastaj népérmjet shembujve do t€ shikojmé se si zgjidhen disa lloje té baraz

1. Barazimi sinx= m. Vérejtém se bashkésia ave unksionin sinx &shté intervali
[-1,1], d.m.th. pér ¢gdo x€ R vlen —1<sinx<1 oseglsi Vijon, nése m<O(Cose m>1 (|m|>1)
barazimi sinx = m nuk ka kuptim,

sinx = -% dhe sinx =2 nuk kané zgji

=m (2)
i caktojmé grafikisht sipas . la vérejmé se pér 0<m<1 ekzistojné dy kénde x, dhe

X, =7 —Xx, prej intervalit

f/= AT0)

n— IJ_M]
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Pérkufizimi. Kéndi mé i vogél sipas vlerés absolute gé i takon intervalit [—%,%} , kurse éshte

zgjidhje e barazimit sinx= m, e quajmé kénd kryesor ose zgjidhje kryesore dhe e shénojmé me arcsin m

(lexojmé: arkussinus prej m), d.m.th.

; . n
X, =arcsinm & sin(x,)=m, x,€ [_%’5] dhe [m| <l1.

Y P V3 .
3 ar051n(—7):-;-7— pasi

Pér shembull, arcsin0=0, pasi sin0=0; arcsinl=£ pasi sinzz—:l
2 6 6 2 4

V2

sin(—z) =——1,¢t].
Pér shkak té periodizimit, zgjidhjet e barazimit (2) jané edhe tégjithéskéndef t€ cilét jané t€

pérmbaruar me x, dhe x,, kurse ato jané:
Xg +2kn; x,+2kn (ke Z). (3)

Bashkésia e té gjitha zgjidhjeve (zgjidhja e pérgjithshme) pér barazimin(2) ngintervalin (—co,e0) €shté

unioni e zgjidhjeve (3), por do ta shkruajmé me formulén:

X+ 2k

AT “)

x=|x, +2kn ,x, +2kn; (keZ) ose x=[

» Shembulli 1. Ta zgjidhim barazimin sinx=~—i.
2
n'\ﬁ n
Zgjidhje. Sé pari e gjejmé zgjidhjen Kryesore. Pasi sm-gj—zﬂz—, zgjidhja kryesore éshté x, =?.

Zgjidhja tjetér né intervalin [0z éshté x, =7 —x, =7r—%=2§£, kurse té gjitha zgjidhjet i fitojmé sipas

formulés (4): x=[§+2]m, %’hzm; (keZ)m

> Shembulli 2. 7d zgjidhim zgjidhjen kryesore dhe té pérgjithshme pér barazimin sin x = .t
_ — 2R 1 . .7 1 Lo 7
Zgjidhje. Kétu éshté m= s Pasi sin(— E) = =3 zgjidhja kryesore éshté x, = 5 kurse

n Sn . LA s g

P — X, =T — (—g) = " Sipas (4), zgjidhja e pérgjithshme éshté:

X —£+2kn‘, —5—ﬁ+2k7r; (ke Z) m
6 6
» Shembulli 3. Ta zgjidhim barazimin sinx=0,7.

Zgjidhje. Me ndihmén e kalkulatorit e gjejmé zgjidhjen kryesore:
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x,, =arcsin0,7 = 0,77539, kurse pastaj e gjemé edhe zgjidhjen x, =7 —0,77539 (né madhési radiale), ose
n€ madhési shkallore x, =arcsin0,7 = 44°25" dhe x, =180°—44°25"=135°35’
Zgjidhja e pérgjithshme &shté: x = [0,77539 + 2kn , (7 —0,77539)+2kn ; keZ ( né radiané) ose
x = [44°25" + k-360°, 135°35"+k-360° , ke Z(né shkallé) k=0,£1,£2,... =

2. Barazimi cosx= m. Tér até qé e theksuam né lidhje me vlerén e konstantes m dhe zgjedhjen e

intervalit né t€ cilin do t'i kérkojmeé zgjidhjet themelore pér barazimin sinx = m, vien edhe pér barazimin
COSX = m

Pér |m| >1 barazimi (5) nuk ka zgjidhje, pasi -1<cosx<1 pérkatésisht |cosx|<1, (fig.2).

Le € jet€ |m|<1. Kéndet qé e kénaqin barazimin (1) i caktojmé grafikisht sipas, fig. 1 qu ta
sqarosh ményrén).

i1 te cilit éshté i

Prej figurés vérejmé se pér vlerén e dhéné m ekzistojné dy kénde

barabarté€ me m, ato jané: x, dhe x, =—x,. Prej atyre dy kéndeve, kéndi j t€ né intervalin
[0,7], kurse x, &éshté né intervalin [-7,0], ku nése O<m<l, kéndi x, end i ngushté (kénd prej

kuadrantit 1) (fig. 2), por nése —1<m <0, atéheré x, éshté kénd i gjeré (kéndsé kuadrantin II) (fig.2b).

fig.2
=-1, xo =2, x, =—n (fig.2c)

n ‘ n
ér shembull, arccos( = 3 pasi CDSE =0 arccosl= 0 pasi cos0=1; arccos(— %) 2z

3

pasi cosz—ﬂﬁ—] et]
3 2’

Pér shkak té periodizimit t€ kosinusit, bashkésiné e té gjitha zgjidhjeve (zgjidhja e pérgjithshme) e
barazimit (1) éshté dh#né me:
x, =*x, +2kn  pérkatésisht x, =tarccosm+2kn, ke Z (6)
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» Shembulli 4. Ta zgjidhim barazimin cosx= —21 .

3 .. .
Zgjidhje. Pasi cos% = Eh vijon se zgjidhja kryesore éshté x, = arccos% =% , X = o , kurse

zgjidhja e pérgjithshme, né pajtim me formulén (6), éshté x= i% +2kn, keZn

3. Barazimi tgx= m. Vérejtém se bashkésia e vlerave té tangensit éshté intervali (- oo,m), qé
do té thoté se m mund té jeté ¢farédo numér real.

Sipas pérkufizimit té tangensit né vijén rrethore trigonometrike,zgjidhjen kryesore té€ barazimit e
caktojmeé grafikisht sipas fig. 3.

Prej té dy pikave diametrale té kundérta A dhe M, me té cilat Eshté péreaktuar kéndi (harku) qé e
ka tangensin té barabarté me m, e para éshté né gjysmévijén rrethore té djatht€, kurse e dyta né t& majtén.

e sl S B S s SIS

Pérkufizmi. Kéndi x, né intervalin (—%,—;) qé e kénaq  barazimin Ygx=m éshté zgjidhja

kryesore (kéndi kryesor) e barazimit tg x=m dhe e shénojmé me arctgmy(léxojmé: arkustangens prej m),
d.m.th.

x, =arctgm << tgx, =m dhe x;€ (—%:g—) gme (—oo,oo),

. . . n . A
Nése m=0, atéheré 0=x, <-—2-; kurse pér m<0, ﬁ5<xn<0.

Y f ¥ b
i
I|% n A
%o 0 . (1,0)
O — X

M, . m

_ X
a) b)

fig.3

Pérshembull, arctg0=0 pasi tg0=0, arctg(-1)= —% pasi tg(+%) =~1, etj.

Pér shkak té periodizimit, bashkésiné e té gjitha zgjidhjeve (zgjidhja e pérgjithshme) e fitojmé
sipas formulés
x=x,+kn =arctgm+kn, keZ. (7)
Nése k éshté numér cift, d.m.th. k==2n, fitohen kéndet (harget) qé mbarojné né pikén e njéjté si
edhe x,= arctgm, por nése k éshté numér tek, k~=2n+1, fitohen kéndet (harqet) g€ mbarojné né pikén
diametralisht t€ kundért.
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» Shembulli 5. T'i zgjidhim barazimet: a)tgx=1; b)tgx=-25.
Zgjidhje. a) Zgjidhja kryesore éshté x, = arctgl =%, kurse zgjidhja e pérgjithshme éshté
x=x, +k7r.=—ﬁ—+k::, ke Z .

b) Pér zgjidhjen kryesore, me kalkulator gjejmé: x,= arctg(-0,25) = 68,198° =-68°11’52"" ose né radiané
x,~1,1902. Zgjidhja e pérgjithshme éshté x =—68,198° + k -180° ose né radiané x=~-1,1902+kn w

4. Barazimi ctgx= m, me (~ w,w). Zgjidhjet e kétij barazimi i pércaktojmé g @ pas
fig.4.

Pérkufizimi. Kéndi (harku) x,prej intervalit (0,n) gé e kénaq barazim e quajmé kénd
kryesor ose zgjidhje kryesore pér barazimin ctgx=m, dhe e shé
arkuskotangens prej m), d.m.th.

x, =arcctgm & ctgx, =m, xoe(O,n), ,°°)-

Nése m=0, atéheré 0<x, Szzz— , kurse pér m<0, _%z

] ;

o A(L0 \\ (1.0)
0 sl *

M, M,

a)

b)

Bashkésia e té gjitha zgji e (zgjidhja e pérgjithshme) éshté dhéné me formulén:

x=x, +kn =arcctgm+kn, ke Z

@®)

i zgjidhim barazimet: a) cigx=1; b) ctgx =— ‘\E .

a) Zgjidhja kryesore éshté xnzarcctgl=%, pasi ctg%:l, kurse zgjidhja e

b) Zgjidhja kryesore éshté x_ =arcctg(—/3) = Eg_ , pasi ctg?yz =—3;
zgjidhja e pérgjithshme &shté x :5—:_+m kezm

105



DETYRA

1. Cilét prej kétyre barazimeve nuk kané zgjidhje:

a) sinx=§; b) cosx=+2: ¢) 25in:J§; Stgx=12; d)ctgx=0; e) A-;—Cosle

Zgjidhi barazimet themelore trigonometrike:

2.9) sinx=0; b) sinz=—"2; ) sinx=>. 3. a)cosx=1; b) cosx=£; c) cosx=-0,8g
2 4 2

4.2) tgx=4/3; =-—1; = 3 =—I; =

.a) tgx=+/3; b) tgx=—1; ¢)tgx=173 5.2) ctgx= = b) ctgx=~1; ¢)clgx=53

Zgjidhi barazimet trigonometrike:

6. sinx=sin(-15°) T cosxzcos% 8. ctgx:ctg% 9. siruc=cass?}'1E

“
2.4.2. ZGJIDHJA E DISA BARAZIMEVE TRIGONOMETRIKE

1. Barazimet e formés

asin(bx +c)+d =0, a0, BZ0, (1)

1 zgjidhim ashtu qé me zévéndésimin bx + €= /)i transformojmé deri te barazimi themelor trigonometrik

sinf =-—, t€ cilin tani mé e vérejtém se si zgjidhet. Né t& njéjtén meényré edhe barazimet e formés (1)
a

né té cilat né vend té funksionit sinus, paraqitén funksionet kosinus, tangens ose kotangens, pérkatésisht

barazimet e formés:

acos(bx # ¢) +@=0, atg(bx+c)+d=0, actg(bx+c)+d=0, a#0, b#0

> Shembulli 1. Ta zgjidhim barazimin 2 sinx~1=0.

Jz

Zgjidhje. Kemi sin x = Ly = peér té cilit zgjidhja e pérgjithshme éshté:

V2
x= E+2!c;'r; (:’I’—E)+2kﬂ‘=3—ﬁ+2k7£; ke Zm
4 4 4
» Shembulli 2. Ta zgjidhim barazimin2sin5x +1=0
Zgjidhje. S¢ pari e shkruajmé barazimin né formé sinS5x= ~5 kurse pastaj me zévendésimin
1 . + 2kr;
Sx=t, e transformojmé né barazimin sinz = & pér té cilin zgjidhjet jané , | © ke Z-

e 7o
6
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Nése kthehemi né ndryshoren paraprake, d.m.th. né vend té ¢ zévéndésojmé 5x, por pastaj t& dy anét i
pjesétojmé me 5, i fitojmé zgjidhjet e barazimit:

l(—£+2kn’); -£+‘2££§

- f ¢ ke z, pérkatésisht _| 30 2k5 keZ ™
—(=2Z 4 24e); 2425
5% 6 5

1

» Shembulli 3. Ta zgjidhim barazimin sin(2x + %) =3

Zgjidhje. Me zévéndésimin 2x + % =t barazimin e dhéné e shkruajmé ng

E+2k7£';
té cilin zgjidhja e pérgjithshme éshté: ,—| © . se né vend t& ¢

(ﬂ*%)+2kﬂ:%r+2k 3

zévéndésojmé 2x +% dhe barasité e fituara i zgjidhim sipas x

%—£+ 2k,
2x= s 3 =

—ﬂ-—£+2kﬁ;

6 3

€ parasysh tani mé identitetet e njohura, kemi me radhé:
o0s? x —sin’ x

bulli 5. Ta zgjidhim barazimin sin® x —cos* x =-;~

jidhje. E transformojmeé sé pari anén e majté té barazimit:
sin® x —cos* x=(sin? x — cos? x)(sin” x + cos” x) = —cos 2x

ku barazimin e dhéné e shkruajmé né formén cos2x = —% ;
RN eidh ey 1, 2n 2n
Zgjidhja e kétij barazimi éshté: x =5 (iT +2km) = i? +hkm, k=0x112,... =

107



Vérejtje. Mé sé shpeshti ményra pér transformimin e barazimit té¢ dhéné trigonometric nuk éshté e vetme.
Varésisht prej asaj cilét relacione ndérmjet funksioneve trigonometrike do t'i shfrytézojmeé, barazimin mund ta

sjellim deri né barazime té formés sé ndryshme.
> Shembulli 6. 7a zgjidhim barazimin cos2x +cos” x=2.
Zgjidhje. Ményra I. Zévéndésojmé cos2x=2cos” x —1 dhe i fitojmé barazimet me radhé:
3cos’x=3, cos’x=1, cosx==1

Domethéné, barazimi i dhéné éshté ekuivalent me bashkésiné e barazimeve:
l.cosx=-1, x=(2k+1)z 2. cosx=1, x=2kn (ke

Vijon, zgjidhje e barazimit té dhéné éshté unioni prej té gjitha zgjidhjeve, pérkafésis éshté

bashkésia:

x=kn, ke Z.
- Gl NS 2 1+ cos2x v,
Meényra II. Zévéndésojmé cos” x = e dhe fitojmé
cos2x+$ =2, 3cos2x+
cos2x =

Zgjidhje e barazimit té fundit éshté 2x=2kzn , pé
Njé metodé praktike pér zgjidhjen
transformime té ndryshme trigonometrike t

nomelrike prej formés themelore ose prej formés paraprake
imit té dhéné éshté unioni prej zgjidhjeve té barazimeve

ku f;(x)=0, i=12,...,k jané bar
té shqyrtuar (1). Bashkésia e zgji
fi(x)=0, i=12,.,k.

imin sin2x=cos’ x.

uar sin2x=2sinxcosx barazimin e shkruajmé né formén

osx—cos’x=0, dmth. cosx(2sinx—cosx)=0

cosx=0 ose 2sinx—cosx=0.
t& paré jané: x=(2k+1)% (ke Z).

i1 dyté pas pjesétimit me cosx #0 (pse?) kalon né barazimin tgx = Y zgjidhja e sé cilés éshté
%+ kn (ke Z). Zgjidhja e barazimit té dhéné éshté bashkeésia:
/4 1 T
x=[(2k + 1)5; arctg§-+ kr = |:(2k +1)5; 0,463 +kn (ke Z) m

» Shembulli 8. Ta zgjidhim barazimin sin7x—cos4x=sinx.
Zgjidhje. E shkruajmé barazimin né formén:
(sin7x —sinx)—cos4x =0
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Duke e zbatuar formulén pér transformim (S-S) fitojmé me radhé:

. Ix—x Tx+x
2sin 5 cos

—cosd4x=0, 2sin3xcos4x—cosd4x=0, cos4x(2sin3x—-1)=0.

cosdx=0

Barazimi i fundit éshté ekuivalent me bashkésiné l: o? prej ku zgjidhja e barazimit té dhéné

2sin3x—1=
éshté bashkeésia:

;) —+ ; —+— (ke Z
3 ( ) =

co[@ktDz  m 2w Sm 2kn
18 3 18 3

3. Barazimet té cilat me transformim dhe zévéndésim té pérshtatshém sillen n m
katror algjebrik né lidhje té njé funksioni trigonometrik prej njé argumenti ténjéjté.

elore sinx=m, cosx=m ose
tgx=m, ku m €shté rrénjé e barazimit algjebrik, por n g8 varet prej numrit t€ rrénjéve té

barazimit pérkatés algjebrik.

» Shembulli 9. Ta zgjidhim barazimin i —-1=0.
Zgjidhje. Nése véndojmé sin jmé im katror né lidhje me ndryshoren #:

té dy barazimeve themelorefrigo

x=-1 dhe sinx=—]—,
2

zgjidhjet e té cilave @ —% +2kr dhe x= l:% + 2k, 5?77: +2kr (k=0,%1,12,... ). Prandaj,
o g i T T 5w
zgjidhjae b éné éshté bashkésia x= 5 + 2k, z + 2k, = +2kn (keZ) =

» Shembulli 10. Ta zgjidhim barazimi: 2sin® x +cosx—1=0
Zgjidhje. Nése zévéndésojmé sin’ x=1-cos” x barazimin e dhéné e transformojmé né barazim

2cos’ x—cosx—1=0, kurse kjo me barazimin cosx=1 e sjellim né barazim katror 2t* —¢—-1=0,

rrénjét e t€ cilave jené £ =1, ¢, = -E. Domethéné, barazimi i dhéné éshté ekuivalent me bashkésiné e

barazimeve.
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cosx=1 dhe cosx=—%,

pér t€ cilat zgjidhjet jané: x =ztarccosl+2kn =2kn dhe x== arccos(--%-) +2km = i%ﬂ—- +2krx , pra
2k;
zgjidhja e barazimit té¢ dhéné éshté bashkésia x = 27; 2k keZm
+— 4
3

» Shembulli 11. Ta zgjidhim barazimin 6cos” x +5sinx—2=0.
Zgjidhje. Nése né barazimin e dhéné zévendésojmé cos” x=1—sin’ x, ¢ bar
6sin’ x—5sinx—4=0

prej ku gjejmé (sin x), =—% dhe (sinx), =§.Pasi %>1 barazimi i hje. Prandaj

zgjidhja e barazimit éshté bashkésia x= |:—- % +2km;, - 5?” + 2km;

g 19, “
sSin- x SINXCOS X COS x
g . .

Cos™ X COS™ x COs™ x

Rrénjét e kétij barazimi jané: (tg x), 3, pérkatssisht

: —Zz—+k7z, keZmnm
6

» Shemb zgjidhim barazimin sinx + sin4x + sin7x = 0.
Zgji ormulés (C+C) pér transformimin e shumés sé sinuséve né prodhim kemi:

sinx + sin7x = 2sindx cos3x

éné mund ta shkruajmé né formén:
sindx- (1+2cos3x) = 0,

shté ekuivalent me bashkésiné e zgjidhjeve

[ sindx =0, 1+2cos3x=0.
. i Ny m e kn 6k +2n i U 5 b it £
Zgjidhja e késaj bashkésie éshté  x= [—4—; g ke Z, qé paraget zgjidhje edhe té barazimit té

dhéné.
» Shembulli 14. Ta zgjidhim barazimin cosx- cos5x=1
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Zgjidhje. Pasi coste[-1,1], barazimi i dhéné éshté i kénaqur vetém pér ato vlera té numrave
realé x pér té cilét njékohésisht éshté
I.cosx=1 dhe cos5x=1 ose Il cosx= -1 dhe cos5x= -1.
NE rastin e paré zgjidhja éshté:

x=2kr, 5x=2mm, k,me Z, perkatesisht x =2kz, x= ZmTJz

Zgjidhjen e pérbashkét e gjejmé prej kushtit 2j7z = % 7, prej ku m = Sk, pra fitojmé O
x=2k o ok, kez. )

5
NE rastin e dyté: x=(2k—-1)z, Sx=(2m-Dz, k,me Z. Ngjashém sikurse e néVé gjejmeé
se
x= k-7 ke Z. (1I)
Prej (I) dhe (II) vijon se t€ gjitha zgjidhjet e barazimit té dhéné jz T keZ w

DETYRA

Zgjidhi kéto barazime trigonometrike:

1. a) sin2x =%; b) c053x=—2—2 ; Cetg

2. a) COS(X—%):O,S; b) [g(x__zsu) —45°)=1.

2
3.2) sm(f—%)ﬂ;b) te(G+1 ; & 2c0s2x+43 =0

Me futjen e t€ panjohurés sé re zgjidhi barazimet trigonometrike:

. cos’x+cosx=0 ;

7. 3ctg” 2x —Betg 2x =5

atshme zgjidhi barazimet trigonometrike:

x=0; 9. tgx+deigx=5 ;

: 11. 4cos* x—7cos’x+3=0 ;
12, sinx+ V3 +sin“ x =3 ; 13. sin2x—-sinx=0 ;
14, sin2x-tgx=0; 15. sinx+sin3x=0
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2.5. TE ZGJIDHURIT E CFAREDO TREKENDESHI

Té pérkujtohemi!

NE trekéndésh kemi 6 elemente themelore, kurse ato jané brinjét dhe kéndet.

Té zgjidhet ndonjé trekéndésh, domethéné, me numér sa mé té vogél (minimal) t€ elementeve t&
dhéna té caktohen té gjitha elementet e tij themelore.

Trekéndéshi njévlerésisht éshté pércaktuar nése dihen tre elemente themelore prej té cilave té
paktén njéri éshté brinjé. T€ zgjidhet trekéndéshi, domethéné, me tre elemente té dhéna (prej té cilave
njéra brinj€) t€ caktohen tre elementet themelore tjera

Vitin e kaluar shkollor u njohém me katér detyra themelore me té cilat e zgjidhnig trekéndéshin
kénddrejté. Né rastin e ¢farédo trekéndéshi, té katér detyrat themelore pér zgjidhjen e trekéndéshit jané:

Detyra I. Té zgjidhet trekéndéshi nése éshté dhéné njé brinjé dhe dy kénde;

Detyra II. Té zgjidhet trekendcshl nése jané dhéné dy brinjé dhe kéndi parballe brinjés mé té
madhe;

Detyra IIL Té€ zgjidhet trekéndéshi nése jané dhéné dy brinjé dhe kéndi nd€rmiet tyre;

Detyra IV. Té zgjidhet trekéndéshi nése jan€ dhéné gjatésité e t&gjitha brinjéve.

Kéto katér detyra i zgjidhim né bazé té dy teoremave tédtjohura §i Zfeorema e sinusit dhe
teorema e kosinusit..

Me marréveshje, né trekéndéshin e dhéné ABC brinjét i shénojm&merda,b c , kurse kéndet
pérballé kétyre brinjéve me «, f, y, pérkatésisht.

2.5.1. TEOREMA E SINUSIT

Teorema. Né ¢do trekéndésh brinjétujané proporcionale me sinusét e kéndeve té

pérballta:
ad W _©
sine  sin By siny

dhe vien
a 4 b __¢
sm@x sinfB siny

=2R

ku R éshité rrezja e vijés rrethone té jashtéshkruar rreth trekéndéshit té dhéné.

Vértetim. Né trekéndéshin ABC e térhegim lartésing . ndaj brinjés ¢
(fig.1a). Prej trekéndéshave kénddrejté ADC dhe DBC né fig.1a kemi:

h, =bsina dhe h, =asin ff (1)
Nése trekéndéshi éshté kéndgjeré dhe lartésia éshté jashté prej trekéndéshit

(fig. 1b), vlejné barasité e njéjta (1):
prej AADC: h, =bsin(180° —a)=bsina , kurse

prej ADBC: h, =asinf .

ME tutje, prej barasisé (1) fitojmé
bsina =asin f,

prej ku vijon
a:b=sina:sin f§ pérkatésisht a:sina=b:sinf (2)
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Analogjikisht, nése e térheqim larttésiné /, do té tregojmé se (kontrollo)
bic=sinf:siny, pérkatésisht  b:sin f=c:siny (3)
Prej (2) dhe (3) vijon a:sin@=b:sin f=c:siny pérkatésisht
a b ¢
sinaz sin f# - siny

Duhet t€ tregojmé edhe se kéto raporte jané té barabarta me diametrin e vijés rrethore té
jashtéshkruar rreth trekéndéshit. Pér kété qéllim rreth trekéndéshit 4ABC pérshkruajmé vijé
k(O,R). Pér njérin prej kéndeve té brendshém, pér shembull « jané t€ mundshém tre raste: Q

L o éshté kénd i ngushté; II. o éshté kénd i gjeré ; III. « éshté kénd 1 dre

Do € tregojmé se né ¢donjérin prej tri rasteye
a=2Rsina pérkatésisht —— = 2;@
sina

Rast’i I. Le té jeté £ o kénd i ngu8
dy kulmeve tjeré, pér shembull B, e térhe Q etrin e vijés rrethore té
jashtéshkruar k dhe e shqyrtojmé trekéndéshimndihmés A4,BC i cili éshté
kénddrejté (teorema e Talesit). kemi: ZBAC = ZBA,C , pérkaté-

sisht @ =@, (si kénde peri

ore

€pér njérén pre;j

shit kénddrejté 4,BC

Rast’i II. Le t€ jeté £ o kénd i
fitojmé
+a,=180° dm.th. a,=180°-a.

ekéndéshit kénddrejté 4,CB kemi:
2L —sina, =sin(180°- @) = sina
2R
rejdu vijon:

a=2Rsinc .

Rast’i IIL. Le té jeté a=90° (fig.4). Atéheré
a=2R=2R sin% =2R sin .

Analogjikisht tregohet se edhe pér kéndet # dhe y vlejné barasité

b=2Rsin f , pérkatésisht ——=2R,
sin

c=2Rsiny , pérkatésisht ,C =2R o
sin ¥
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» Shembulli 1. T¢ vértetojmé se né trekéndésh né té cilin njéri kénd éshté 30° brinja e cila
shirihet pérballé tij éshté e barabarté me rrezen e vijés rrethore té jashtéshkruar rreth atij trekéndéshi.

C Zgjidhje. Prej teoremés sé sinusit, sipas figureés 5, kemi:
a_ _ ‘b _ .c ~ 2R,
b a sin30° sinf siny
40 prej ku 1
4 ¢ B a=2Rsin30"=2-R-—=R .
fig.5
» Shembulli 2. Né trekéndéshin ABC (fig.6) jané dhéné kéndet: a =412, =17 rinja

a=74. Té caktojmé kéndin y dhe brinjét b dhe c. V

brinj€, duke e zgjidhur

¢ Zgjidhje. Pasi na jané dhéné dy kénd
trekéndéshin ABC né realitet, do ta zgjidhi

b
\ Detyrén I themelore.
41° 77° Prej a+ f +3 =180°, ke
A c B
y=180°-(a+ f 41°+77°)=62°.
fig.6 ! B
Prej teoremés sé sinusit kemi — s prej ku gjejmé:
sm

yJ4sin77° _74-097437 7210338 _ 74sin62° 74-0,88294 _ 6533812 _

: = = 1099, dhe c="" = 99,59
sin 41° 0,65605 0,65 sin 41° 065605  0,65605
» Shembulli 3. 7¢ provojmé @ és tuar trekéndsh nése na jané dhéné.
a) k& ’ dhe brinjét a=12 dhe b=7;
b) o= dhe brinjéta = 10, b= 20
Zgjidhje. a) Nayj & dy brinjé dhe kéndi pérballé brinjés mé té madhe. Duhet ta zgjidhim
detyrén Il them
c 0 Té supozojmé se me elementet ¢ dhéna themelore €shté pércaktuar
' trekéndéshi ABC (fig.7). Prej teoremés sé sinusit kemi:
) 12 7
m sinl126° sinf’
A R Nése kété barasi e zgjidhim sipas sin ¢ e fitojmé barazimin:
s alis s 7- 51;12126" _ 7- 0,1820901 N 5,66231 1 047192

zgjidhjet e sé cilés né intervalin (0, 7) jané: f§, =28,2° dhe f, =151,8°. Zgjidhja e dyté f, nuk i
pérgjigjet kushtit té detyrés, pasi trekéndéshi nuk mund € keté dy kénde té gjeré. Domethéné, [ =282°

gshté kénd i vetém qé i pérgjigjet kushteve t€ detyrés.
Tani e caktojmé edhe kéndin y: y =180° —(126° + 28,2°) = 25,8°.
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5 5w T - a S NG
Brinjén e treté ¢ e caktojmé prej barasisé: = , pérkatésishst

siny sina
c 12 3 o 12-sin25,8° 12.0,43523 5,22277
‘ =— , prej ku fitojmé ¢ =—— = = =
sin 25,8°  sin126° sin126° 0,80901 0,80901

Domethéné prej elementeve té dhéna éshté caktuar i vetmi trekéndésh.

P

b) Né t€ njéjtén ményreé si edhe né rastin paraprak gjejmé (fig.8):
sina sin 30° :

sin B=b-—t =20. =20-2 =1,
a 10 10
Vijon f8=90°, gé do té thoté se trekéndéshi éshté kén enu-
zén b =20 . Késht'u kemi: y =90°—30°=60°, kursé brinj € ce

cak-tojmé me ndihmén e teotemés sé Pitagorés:

fig.8
c=vb? —a? =420> 102 /300 =103
» Shembulli 4. T¢ provojmé a éshté pércaktuar trekéndésh ABC k dhéné:

11 dhe kéndi a=57°.
sin /i _sina
b

a) brinjét a= 95, b= 117 dhe kéndi a= 65° b) brinjét a

Zgjidhje. a) Prej teoremés sé sinusit kemi , prej ku gjejmé

sin

5 i rwn
sinff=b- PRG - {1722 o =L116>1, kurse a zgjidhje. Domethéné, me elelmentet e

a

dhéna nuk €shté pércaktuar trekéndésh, pérkatésis etyranuk ka zgjidhje.

sin 57°

b) Sikurse nén a) kemi =11- =0,922<1. Zgjidhjet e barazimit

dhe 5, =180°~ f, =180° - 67,30°=112,70°.
0° fitojmé trekéndésh 4B,C (fig.9) me kénde o, f3, ; dhe

b, ¢;, ku
¥, =180°—(a + f,)=180° — (57° + 67,30°) = 55,70° ,

sin #=0.9225 jané: f, =arcst

urse brinjén ¢, e gjemé prej kushtit

i . o
¢ ___a Bl _asing, =1051‘n55,70 =9385,
" sine sin 57°

siny, sina
Pér zgjidhjen f, =112,70° fitojmé trekéndésh 4B,C (fig.9) me kénde
(o a _asiny, 10sin10,30°

. =— d.m.th. ¢,
siny, sina

: : =2]132.
sin ¢t sin 57°

Domethéné, me elementet e dhéna jané pércaktuar dy trekéndésha té ndryshém

» Shembulli 5. 7a caktojmé trekéndéshin ABC nése a= 70, b= 65 dhe kéndin o= 40°,
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sinQ sin 40°

Zgjidhje. Két'u sin f=b-——=65-

=0,5969 <1, prej ku gjejme

a
B, = arcsin0,5969 =36,65° dhe f, =180°— f, =143,35°
Pasi «+ f, =40°+14335°>180°, zgjidhja 3, nuk pércakton trekéndésh.
Cakto trekéndéshin pér zgjidhjen f = £, (y =103,35°, ¢=106) =
» Shembulli 6. T¢ vértetojmé: nése jané 0< f<90°, B=180°- B, atéheré 90°< £,<180" dhe
sin fA=sin f,.
Zgjidhje. Le té jeté B, kénd né trekéndéshin ABC (fig. 10). Sipas

vizatimit,
y=asin f, (prej ABCD) (1)
y=bsina (prej AACD). (2)
Nga ana tjetér, sipas teoremés sé€ sinusitpér AdBC:;
. si:: a sinb,!'j;2 )
1g.10
Prej (1), (2) dhe (3) kemigasin 5, = bsin @ dhe asinf, =bsina,
prej ku vijon sin f, =sinf,.m
DETYRA
Zgjidhe trekéndéshin ABC nése: _
1. a=3V2, a=60°, B=45; 2.5 =/60c=23, f=30° ;
3.R=1, b=43, c=42 ; 4. Rs246, a=45°, f=60° ;

5. Njehso perimetrin dhe syprinén e parlelogramit ABCD nése
AB=8, BD=13(=d,), a =602

e ———

2.5.2. TEOREMA E KOSINUSIT

Teorema, Né cdo trekéndésh katrori i njérés brinjé té tij éshté i barabarié me shumén
prej katrordve té dy\brinjéve tjera, minus prodhimi i dyfishté i atyre brinjéve dhe kosinusit té

kéndit ndérmjet tyre/ Domethéné, té sakta, jané barasité:
a’ =b* +c* =2bccosa
b* =a® +c* -2accos (1D

¢* =a* +b* -2abcosy

‘Vértetim. Duhet t’i shqyrtojmé rastet kur kéndi éshté i ngushté, i gjeré dhe i drejté.
Rast’i L. Le té jeté kéndi @ i ngushté, dm.th. 0<a@ <90° (fig.1). Prej trekéndéshit BDC, sipas
teoremés sé Pitagorés a” =h” + (b —x)’, kurse prej trekéndéshit BDA:
h*=¢?> —x* dhe x=ccosa.

Vijon, a’=c?—-x?+b*+x? —2bx pérkatésisht a® =b* +c*> —2bx=b"+¢’* —2bccosar.
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Rast’i IL Le té jeté a >90° (fig.2). Prej trekéndéshit BDC kemi
a’ =h* +(b+x)%,

kurse prej trekéndéshit BDA: h* =c* —x* dhe x=ccos(n —a)=-ccosa,

a’=h*+b> +x* +2bx=c’ — x> +b* +x* +2bx =

Rast’i IIL Le té jeté @ =90°. Sipas fig. 3 kemi a’ =b> +¢?,

a® =b? + ¢ = 2bccos90° = b* +¢? — 2be ca

Vérejmeé se kur kéndi éshté 90°, atéheré teorema e kosi n né teoremeén e Pitagorés.
Anologjikisht vértetohen edhe dy barasité tjera prej (I

Népérmjet disa shembujve do té vérejmé se én e teoremés sé€ kosinusit i zgjidhim
Detyrat themelore 111 dhe IV pér ¢farédo trekéndé

» Shembulli 1. Ta zgjidhim tre eshin ABC™ nése na jané dhéné dy brinjé:: a =3cm, b =TeMm
dhe kéndi ndérmjet tyre y =130°.

4] gjidhje. Sipas elementeve t€ dhéna, duhet ta zgjidhim detyrén
3/ 130 7 I. P jané dhéné dy brinjé né trekéndésh dhe kéndi ndérmjet tyre,
B a pérdor teoremén e kosinusit menjéheré mund ta gjejmé brinjén e
B b

€ né trekéndésh. Sipas shenjave né fig. 4 kemi::
2 =a?+p? —2.fz'£!cosy=32 =23, 7cos130°=85,0,

cm. Tani mund t'i gjejmé edhe kéndet tjera né trekéndésh. Prej

2bccosa, e zgjidhur sipas cos o kemi:
b* +c? -4’
2bc '
€ shprehje i zévendésojmé a, b, ¢ me vlerat e tyre fitojmé:
7% +9,22% 32 _ 125,00
2-7-922 129,08

cosax =

=0,968,

cosax =

prej ku vijon

o = arccos 0,968 =14,53° =14°3148"

117



dhe £ =180°-(14,53° +130°) =35,07°=35°4"»
» Shembulli 2. Gjatésité e brinjéve jané 5, 10 dhe 12. Ta zgjidhim trekéndéshin.

Zgjidhje. Kemi ta zgjidhim Detyrén themelore IV. Sipas

shénimeve né fig. 5 kemi:
5% +10* —12°

l.eosg=———=-0,19 = a=1010°
2-5-10
2 2 _ g2
3. cosf=F I =0 00198 = F=21°
2:12-10
3. y=180°-(101,0°+24,1°) =54,9°» V
J n ;

ekéndéshin ABC

g = 22 =a’ +b* -2abcosa (1)
b b d’=a’ +b* —2abcos(n - ) (2) dhe
< % " d_] (_d_] 28 B duih
2 2 2 2
fi 53:d12 .;d:! _d, -zdz o

prej ku nép dhe (2):
a2 _62
cosy = - :
\[(a2 +b2)' —4a*bh* cos’ a

Nése né shprehjen e fundit zévendésojméa=4,b =3, =45°, fitojmé

4* -3? I R e A
J@ £32)7 —4.47 3%cos? 450 4t 430 337 1836

cosy = 0,38

prej ku gjejmé
} = arccos 0,38=67,7° =
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» Shembulli 5. 7¢ tregojmé se pér ¢farédo paralelogram shuma e katroréve té diagonaleve
éshté e barabarté me shumén e katroréve té brinjéve.

D " & Zgjidhje (fig. 8). Duke e zbatuar teoremén e kosinusit pér
b d trekéndéshin ABD dhe ABC, i fitojmé relacionet:
b d’=a’> +b* —2abcosa,
4 i B d,* =a® +b* —2abcos(180° —a) =a’® + b* + 2abcosc.
fig 8 Nése i mbledhim anét e majta dhe té djathta té té dygbarasive e
fitojmé relacionin e kérkuar:
d’ +d," =2a* +2b*u
DETYRA

Caktoji brinjét e trekéndéshit nése; <4
1. a=13, ¢=8, a=120° 2. a+b=20, c=15, f=060° Ns-azP, c=8, a=60°

4. Njehso gjatésiné e vijés sé réndimit 7, né AABC nése: a=8, ¢ = 6, fin=60°

5. Vérteto se né trekéndéshin me brinjé 3, 5 dhe 7 kéndi mé i nfadh &shté 1202

6. Njehso krahét ¢ dhe d t€ trapezit ABCD nése: a =13 ) =3, '@=82249", [ = 42°25’

7. Njehso kéndet e ngushta « dhe f té trapezit4BCD neése: a=12, b=4, c=7. d =6

%

2.5.3. ZBATIMI I TEQREMAVE NE DISA DETYRA NGA PRAKTIKA

Népérmjet disa shembujve do té vérejmé se si me zbatimin e teoremés sé sinusit dhe kosinusit
mund té zgjidhim deyfa t@mdryshiie nga gjeometria, gjeodezia dhe fizika.
Gjaté zgjidhjes sé detyrave té kétilla do t'i shfrytézojmé konceptet: kéndi i elevacionit dhe kéndi

i depresionit prandajsé pari t'i pérkufizojmé konceptet.
Kéndi i ngushté a i formuar prej drejtézés horizontale dhe drejtézes né té cilén vérejtési e shikon

ndonjé gbjektwbi vijén horizontale quhet kénd i elevacionit(fig. 1a)
Kendi i ngushté o i formuar prej drejtézés horizontale dhe drejtézés né 1é cilén vérejtesi e shikon

ndonjégbjekt nén vijén horizontale quhet kénd i depresionit (fig.1b)

Q/. T~

a) b)

fig.1
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» Shembulli 1. Né majén e kodrés té larté h metra ka statujé (BC né fig.2) té larté 70 metra. Prej
pikés A né rrénzén e kodrés shikohet baza e statujés nén kéndin e elevacionit 27,75°, kurse maja e statujés
shikohet nén kéndin e elevacionit 28,30°. T¢é caktohet lartésia h e kodrés.

Zgjidhje . Prej trekéndéshit kénddrejté ADB
(fig.2) kemi:

5in 20,75° :%, pérkatésisht /4= csin20,75°.

Duhet ta caktojmé c?
Né trekéndéshin ABC: 0. 28,30°-20,75° =7 @

y=90° - 28,30°= 61,70".
Prej teoremés sé sinusit pér treké

éshin ABC kemi:

fig.2 ¢ _ 10 imh in61,70°
siny sina T sin 7,55° '
0
Vijon, h=csin20,75° = osmOLI0 ;20,750 =166,2m =
sin7,55

e duke u nisur prej pikés sé njéjté C.

» Shembulli 2. Dy biciklisté lévizin me shpejtési
g ist'i i paré arrin deri te pika A pér

Ata lévizin sipas gjatésisé té shtigjeve paralele té ndara
70 min. Pas njé kohe bigiklist’i i dyté arrin deri te pikaB. Nése kendi CAB éshté 105° kurse kéndi CBA

Rruga e kaluar S gjaté lévizjes drejtvizore té
ér kohén ¢ dhe shpejtésiné konstante v caktohet me barasiné

S=vt.
2 sin 500 5“1]050 ’

=88minl6sek =

» Shembulli 3. Dy vende A dhe B jané ndaré me njé pyll
té pakalueshém. Pér t'u caktuar largésia d ndérmjet tyre éshté
zgjedh pika C (fig. 4) e arritshme deri te A dhe B dhe poasht'u
Jjané mat madhésité:

CA=34lm, CB=549m dhe @=ZACB=115".
Ta caktojmé largésiné d ndérmjet vendeve A dhe B.

Zgjidhje. Sipas teoremés sé kosinusit kemi:

5 ~[e8 +[e, ~457 B
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Nése i zévendésojmé vlerat e matura e caktojmé gjatésiné d-:
d= |I9] =[341% + 5497 —2.341-549 -cos115,5° =760,8m=

» Shembulli 4. Ta caktojmé largésiné ndérmjet dy pikave té pa-
arritshme por té shikuara A dhe B.

Zgjidhje. Pér ta zgjidhur detyrén zgjedhim dy pika C dhe D
(fig.5), té cilat jané né relacion, pér shembull, 4=20m dhe i masim
kéndet o, f3, y dhe J. Le té jené matur:
a=52°1"; B=42°40"; y=81°15"; §=86"40'.
Prej trekéndéshit BDC gjejmé
BC d ~
sind  sin(180°—(B+0)) .

pérkatésisht
— dsinéd _20sin86,40° 19,960

BC= - =
sin(B+8) sin130,20°  0,7637

Ngjashém, prej trekéndéshit ACD kemi:

IC= 'a‘sm} -
sin( + )

20-sin81°15
sin(52°1"+
Tani né trekéndéshin ACB kemi dy brinjé té njohur

=27,14=27.
281

C dhe ZACB=a-f dhe sipas teoremés sé

kosinusit mund ta caktojmé gjatésiné e 4B:
Ez =:‘TC_2 +_;BE1 -'-2:4_6'%-005(&—

prej ku gjejmé AB = 285m.=

p 4B’ =27 +26 -27-26-¢0s9°21"' =81233,

DETYRA
1. Dy aeroplan (né pikat 4 dhe

jané né lartési 2300m dhe 1800m, pérkatésisht. Té dy aeroplanét
fluturojné mbi kullén e aero oplani A shikohet nén kéndin e elevacionit 4°, kurse aeroplani B nén
kéndin e elevacionit 2,5°. Sa ar aeroplanét njéri prej tjetrit?

& h=165,5m shikon né té njéjtin rrafsh vertical dy anije nén kéndin ¢

Jtésiné e balonit, nése vérejtési né njé moment e ka shikuar balonin nén kéndin prej a =10°24", kurse
pas 5 ta nén kéndin [ = 68°32". _

5. Prej pikés A né largési 14cm prej njé pasqyre té rrafshté bije rreze e drités nén kéndin @ =44°25", kthehet prej
pikés B dhe reflektohet né pikén C. Cakto largésiné ndérmjet pikave A dhe C nése BC =18cm .

6. Né rrafshin e ménjanuar me kéndin e ménjanimit @ =36°52"12" éshté vendosur ngarkesé - O = 220N, Cfaré

forcé nevojitet qé ta pengojé rréshqitjen.
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DETYRA PER PERSERITJE DHE PERFORCIM

1. Njehso vlerat e funksioneve trigonometrike pér kéndin prej 75°.

5 n 1
2. Eshté dhéné kéndi o (0< ¢ <E ) iatillé qé cosa = E (JE - \/5) Njehso cos2 dhe pastaj caktoje kéndin o

nn
3. Njehsoje vlerat e funksioneve trigonometrike pér kéndin r

Njehso:
4. sin 405°, cos 450° tg405°, ctg 450°. 5. sin? x —cos? x, ‘(g2 X = ctg2 X nése x ;“3_213
7 7
6. cosa +cos2a +cos3a nése a= _E;,-; 7. sin 5—;'Ict:ns?—?I 8. clg~=—tg=
3 12 8 8
Thjeshtoji shprehjet:
9. —+octgx 10*. Sinx - cosx 11. 1 —sin x — cos2x
sin x
Transformoji né prodhim kéto shprehje:
12. sin 70° - cos 40° 13. sinxtgx+sinx.
Vértetoji identitetet:
14. sin®(x + 45°) +sin? (x — 45°) =1 15. tg(45°+ x) —ctg(45°—x) =0
16. M:tgx 17. (tgx+ctgx)-sin2x=2
1+cosx +cos2x '
iy, 2amE—2mn2r a2 ¥ fo, cos3x—cosx _ _, X
sin x +sin 2x 2 ;g 2
4cosx-sin” —
2
n l+sinx 1 x)
20. 2sin?(—-x)+sia2x—1=0 21. =—|1+tg=
4 l+cosx 2 2
22. c0s20°-cos40°-cos80°=0,125 23. sinl8°-c0s36°=0,25
24. cos“lS"'—sin4IS°=£ 25. siﬂ%‘cosgzg
26. c0s3624c0s729=0,25
Zgjidhi barazimet trigonometrike:
27. 2sin3x =43 28. ﬁtg%xH:O 29. \3sinx—cosx=0
30. sin2x+cosx=0 31. sin£+cosx=1 32*. sinx+tgx+cosx= ,cosx#0
2 cosx

33. 4sin? x -2(\2 - )sinx —+/2 =0
34. Vizatoje grafikun e funksionit y =—sinx —1.
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35. Shqyrtoje vijimin dhe vizatoje grafikun e funksionit y = 3sin(~§— X+ —Zw)
36. Shqyrtoje vijimin dhe vizatoje grafikun e funksionit y — %ms% 4 %)
Zgjidhi trekndéshat:

37. ¢=123, @ =35°12’, §=80°20" 38. b=475,6; ¢=213,4; @ =49°1524"

39.a=67,b=43,c=36

40. Vérteto se gjatésia e vijés sé réndimit m, , e térhequr prej kulmit 4 té trekéndéshit 4 en:
1 a’ o .
m’ =~2—(b2 +c? --?) ,kua, b, ¢ jané brinjét e trekéndéshit.

4
41. Indeksi i reflektimit t& ujit né lidhje me ajrin shté 5 Njehso kéndin e reflektimit

sé drités éshté @ = 60° .

42. Njehso rrezen e vijés rrethore té brendashkruar dhe jashtéshkruar €ndésh nese jané dhéné brinjét e tij:
a=8, =12, ¢=15.

43. Njehso syprinén e rombit nése jané dhéné brinja e tij éndi i ngushté o = 28,5°

44. Njehso diagonalet e delltoidit me brinjé a =8, indi ndérmjet tyre @ =120°.

ra, né té€ cilat éshté vendosur e téré njohuria pér astronoming. Né té jané

érmbajtje nga trigonometria rrafshinore dhe sferike, prandaj llogaritet si teksti i
nga trigonometria..
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NATYRA. JETA. MATEMATIKA. 3.

Centrali nuklear A luajmé bixhoz

Qéllimi themelor i ¢do shkence éshté t'i parasheh sendet.
Matematika éshté shkenca themelore e parashikimeve.

Cka thoté matematika pér gjasén prej katastrofés té mundshme ekolo nga incidenti nuklear né
centralet nukleare?

Né njehsimet gjaté ndértimit té€ centraleve eare, pa pérvojé eksperimentale,
teoretikisht supozoheshte se gjasa prej incidenteve té
10*. Megjithaté, 20 vjet mé voné, u ndértuan le t& médhaja nukleare dhe ndodhén dy

incidente té¢ médhaja nukleare né ato: né is i SHBA) dhe gytetin Cernobil (Rusi). Kjo do té

ja nukleare matet me radhé té madhésisé prej

Kjo éshté gjasé sh . Sa? - treguan pasojat e tmershme pér jetén e njerézve, personat e
invalidizuar, démet mateg@le, jo qet njerézimi prej katasrofave t€ ardhshme eventuale nukleare.

: gjasa e sipérme do té tregojmé né shembuj prej pérvojés s€ njeriut ku

Pasiguria pér ardhmériné duhet t€ na pérkujton se Toka &shté vendi i vetém pér jeté 1€ lumtur
(gjer m# tani). Se nuk duhet t& luajmé bixhoz me mjete pér jeté dhe puné qé té mos e humbim planetin
toné & kaltér-gjelbér, mjaft flet shembulli i sipérm.

Por si qéndrojné punét me bixhozin né lojérat pér fat, mund té shikoni prej kur t'i
pérvetésoni pérmbajtjet nga tema qé vijon, tema pér kombinatorikén dhe gjasén.
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ELEMENTET E KOMBINATORIKES
DHE S

disipliné tjetér ¢ matematikés. Edhe ajo & i j nevojave praktike t€ njeriut. Pérkatésisht, né jeté
shpeshheré ballafagohemi me nevojén pé ' deve, aktiviteteve, shenjave, shkronjave etj. Radhitjen dhe

grupimeve té mundshme té shkésisé sé fundme quhet kombinatorika. Kombinatorika méson
nénbashkésité prej bashkésiveptérdheéna ose grupe prej mé shumé elemente té bashkésisé sé dhéné. Varésisht prej

ményrés té formimit 48
variacione, permutaci

DUKSIONI MATEMATIKOR

toda e vértetimit, se njé gjykim éshté i vérteté pér ¢do numér natyror quhet metoda e induksionit
matematikor. Fuqia e késaj metode béhet e garté kur do t€ kuptojmé se prové t€ hollésishme té ¢do rasti té vegant
nuk éshté e mundshme (bashkésia e numrave natyroré éshté e pafundme). Kjo metodé bazohet né parimin e
induksionit matematikor. Induksioni, si metodé e té mésuarit me té cilén arrihet deri te e vérteta, éshté bazuar né
véshtrimin e té vecantés dhe pérfundimi pér té pérgjithshmen.
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Parimi i induksionit matematikor

A;]é' gjykim pér numrat natyroré éshté i vérteté:
1°. nése éshté i vérteté pér numrin natyror I,
2°. nése prej supozimit se éshté i vérteté pér numrin natyror k, (k=1) mund té vértetohet se

éshté i vérteté edhe pér numrin natyror k+1.

Meényra e vértetimit e cila bazohet né parimin matematikor quhet edhe metoda e induksionit té ploté
matematikor. Theksimi i pérplotéshmérisé, nénkupton se ekziston edhe metoda e induksionit jo t€ ploté i
ashtuquajtur induksioni empirik, i cili pérbéhet prej asaj qé prej vértetimit pér vértetési té ndonjé gjyKimi pér
numrat natyroré 1, 2, 3, 4, ... nxirret pérfundimi se gjykimi éshté i sakté pér ¢do numér natyror. Pérkatésisht,
metoda e induksionit jo té ploté, bazohet né véshtrimet e numrit t€ kufizuar t€ sasteve té vecanta dhe nxirret
pérfundimi i pérgjithshém i cili duhet t& vlejé pér t& gjitha rastet prej atij lloji«Por, pérfundimet e atilla
gjithmoné nuk éshté e théné té jené t& vérteta edhe sa do té jeté i madh numr i rasfeve té shqyrtuara. Né
historiné e matematikés jané t& njohura pérfundimet jo té vérteta € fituara me induksion jo t&€ ploté
matematikor. Njé pérfundim i atillé jo i sakté éshté gjykimi i matematikanitfrancez Pjer Ferma (1601-1665),
se té gjithé numrat e formés 2¥" 41 jané té thjeshté. Me téverteté ai éshté i sakté pér n=1, 2, 3, 4, ku jané
fituar numrat 5, 17, 257, 65537 & cilét jané té thjeshté. Megjithaté, pérfundimi ka qené i gabuar, pasi
matematikani gjerman Leonard Ojleri (1707-1783) ka treguar se"p€r »=5 numri 2% +1=4294967297 &shté
numér i pérbéré, pasi plotépjesétohet me 641. Mé vené janeé gjetur edhe 37 numra t€ pérbéré prej formés
2%" +1. Edhe pér rastir) e vlerés sé shprehjes™m®79n+1601 (ne V), se éshté numér i thjeshteé mund té nxirret
pérfundim i gabueshém, pasi n=1, 2, 3,4"., 79 ai &hté numér i thjesht€, por tani pér n=80 shprehja béhet
numér i pérbéré.

Metoda e induksionit matematikér shpeshheré shfrytézohet pér konstatimin e gjykimeve té
vérteta, pérfundime ose formula deri'te té cilat éshté arritur me induksionin jo té ploté. Ato jan€ gjykimet té
cilat pérmbajné numér natyfor n edhe,pér té cilét éshté provuar se vlejné pér n=1, 2, 3, ... . Me metodén e
induksioit matematikor konstatohet se ai gjykim a vlen dhe pér ¢farédo numér natyror n.

n(n+1)

> Shembulli 1. 7¢ vértetohet se 1+2+3+.. +n= ,kune N

1-2
Zgjidhje. E provojmé barasiné pér n=1 dhe fitojmé 1= = =1

Té supozojmé se barasia éshté e sakté pér numrin natyror n=k, d.m.th. le té€ vlejé:
142485 . 4 k= KG+ D).
2
Tani ta vértetojmé saktésiné e gjykimit pér n=k+1. Kemi:

(42434 e = KEED s ),

dhe pasi k(k+1) +(k+i)= k(k+D+2(k+1) _ (k+1)(k+2) _ (k+1)((k+1)+1),
2 2 2 2
kemi: 1+243+ ... +k+(k+1) = (s 1)(('; th+ I)_ Sipas késaj gjykimi éshté i sakté pér n=k+1.

126



Domethéné sipas parimit t€ induksionit matematikor, gjykimi éshté i sakté pér gdo numér natyror.

> Shembulli 2. T¢ vértetojmé se pér ¢do numér natyror n, numri n’+n+ 2 plotépjesétohet me 2.
Zgjidhje. Me p(n) ¢ shénojmé gjykimin 2| n’+n+2.
E provojmé saktésiné e gjykimit pér n=1. Kemi 1>+1+2=4, kurse 2 | 4. Domerthéné p(1) éshté
gjykim i sakté.
Té supozojmé se gjykimi éshté i sakté pér n=k, d.m.th. le té jeté e sakté p(k), domethéné
2| K+k+2, atéheré K+k+2=2a, ku a éshté ndonjé numér natyror.
Tani ta vértetojmé saktésiné e gjykimit pér n=k+1. Pér até géllim shqyrtojmé:
(R 12+ 1)A2=K4 2k 1+t 1+ 2=(IP+k+2)+(2k+2)=2a+2(k+1)=2(a+k+1)=2
ku a+k+1=b. Domethéné éshté i sakté edhe gjykimi p(k+1).
Sipas parimit té induksionit matematikor gjykimi se numri n’+n+2
sakté pér ¢do numér natyror.

e 2 éshté i

éto

Ekzistojné gjykime té cilét jané té vérteté duke filluar prej n
1. N€ até rast parimi i induksionit matematikor formulohet né kété ményré:

or 11, i cili éshté mé 1 madh

Parimi 2. Njé gjykim éshté i vérteté pér ¢do numérn
1°. nése éshté i vérteté pér numrin natyror n, (

2°. nése prej supozimit se éshté i vérteté
i vérteté edhe pér numrin natyror

tyror k (k= n,), mund té vértetohet se éshté

matikor éshté rast i veganté i parimit 2.

€ 2">2n+1, ku n éshté numér natyror mé i madh se 2.
éshté jo e sakté. Provo!
n=3 dhe kemi 2*>2-3+1, prej ku vijon 8>7, qé éshté i sakté.

2+ 2=2(k+1)+2k>2(k+1)+1,

domethéné jobars n pér ¢do numér natyror mé 1 madh prej numrit 2.

eto se pér gdo numér natyror n jané té sakta kéto gjykime:
1. 14345+ . +(2n-1)=n2
2. 24446+ ... +2n = n(n+1).

3. 142%43% . +n’= %n(n +1)(2n +1).
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4. 1-24+2:3+3-4+ ... +n(ntl) = %n(n +1)(n + 2).
| 1 1 1 n
+ + +..+ = ¢
1-2 23 3:4 n(n+l) n+l

1 1 T
6. lH—+—F..t—r=".
2 4 2" 2

7. 14242% .+ 2" =21,

a -1
a—1

8. l+a+ad’+..+a""'= J(a#1).

9. Vérteto se pér ¢do numér natyror n, numri:
a) 6-1 plotépjesétohet me 35, b) 2"+5™" plotépjesétohet me 3, c)dr(n+1) plotépjesétohet me 2,
¢) n(n+1)(n+2) plotépjesétohet me 3, d) n*-n plotépjesétohet me 6.
10. Vértetoji jobarasité:
a) 2">n, nz1, b) 3"23n, n20.
11. Me induksionin matematikor provo saktésiné e formulave:
a) 24+4+6+ ... + 2n=n*n+l,  b) 14242% 2T =Q.
e ————————————————

3.1.2. VARIACIONET

Le t& jeté dhéné bashkésia e fundmé M= {e,, e, ..., e,} elementet e sé cilés mund té jené
njeréz, sende, shkronja, shenja etj.
Cdo radhitje (grup) i numritté dhéné té elementeve prej bashkésis€ M né grupe, té atillé qé té

dallohen njéra prej tjetrés nga pérbérja‘e elementeve ose sipas radhitjes sé tyre, quhet variacion. Kéto
grupe prej elementeve, nénbashkési tébashkésisé M, té cilat ndryshojné njéri prej tjetrit sipas

radhés sé elementeve né_to, quhen variacione. Varésisht prej numrit 1€ elementeve né variacion, ai
mund té jeté i klasés 1/nése kawvetém njé element, prej klasés 2 nése ka dy elemente etj. Elementet e njé
variacioni mund 8 jené t¢ ndryshme dhe disa prej tyre ose té gjitha t€ jené t€ njéjta, prandaj do ta
shfrytézojmé tefmin vagiacion pa pérséritie dhe variacion me pérséritje. Tani mund t'i pérkufizojmé

variacionet.edhe me pérséritje prej klasés k.

1. Variacionet pa pérséritje
M‘

Pérkufizimi. Variaciionet pa pérséritje té klasés k prej n elemente (k < n) jané k nénbashkésité
e radhitura prej elementeve té ndryshme té bashkésisé M.

Numri i variacioneve pa pérséritje prej klasés k prej bashkésisé me » elemente shénohet me: V.
Gjaté radhitjes sé elementeve parashtrohen dy detyra themelore:
- té shkruhen dhe té radhiten té gjitha variacionet e mundshme,

- t€ njehsohet numri i tyre.
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»>Shembulli 1. T formojmé té gjitha variacionet pa pérséritje prej bashkésisé
M={1, 2, 3} dh ta vérejmé numrin e tyre.

Zgjidhje. Variacionet e klas€s sé paré jané vet elementet: 1, 2, 3.

Variacionet e klasés sé dyté jané té gjitha giftet e radhitura: 12, 13, 21,23, 31, 32.

Variacionet e klasés s€ treté jané té gjitha treshet e radhitura:123, 132, 213, 231, 312, 321.»

Né diagram degézor do ta ilustrojmé ményrén e formimit t€ variacioneve pa pérséritje té klasés
s€ paré, dyté dhe treté té bashkésisé M={1, 2, 3}.

2 12 2—3 123
1— =
313 32 132

1 21 1—3 213
2— Bl
3 23 3—1 231
31 1—2 312
3
2 32 2—I
fig. 1a
Variacionet e klas€s sé paré jané para € shtyllén e paré né fig. 1a. Domethéné ka 3.
Variacionet e klasés sé dyté fo en a qé elementeve t€ klasés sé paré u shoqérohen

elementet tjera (pér shembull, 1 i shogg he pastaj 3), ato jan€ paraqitur né shtyllén e treté té fig.
la. Domethéné ka 6 =3-2.
Variacionet ¢ klasés sé treté

dyté u shogérohen elementet tj € paraqitur né shtyllén e katért té fig. 1b.. Domethéné ka 6 =

3:2-1.
Si njehsohet numii i vagiagioneve pa pérséritje né rastin e pérgjithshém do té shikojmé né kété
shembull.
»Shembulli numrin e variacioneve pa pérséritje té klasés 1, 2, 3, ... , n prej
elementeve té bashkeé 2,3,...,n}.
je ariacioneve pa pérséritje prej klasés 1-ré prej n elemente e paraget numrin e
mundésive pare t€ véndohet ¢farédo prej elementeve 1,2,3,..., n. Ato qartazi jané n né numeér,

i1 variacioneve pa pérséritje prej klasés 3-té prej n elemente e paraget numrin e mundésive
t€ vendit té paré t€ véndohet ndonjéri prej elementeve 1,2,3, ..., n, kurse né vendin e dyté ndonjéri prej
elementeve tjeré n-1 elemente nga bashkésia e dhéné, kurse né vendin e treté ndonjéri prej té tjeréve n-2
elemente té bashkésisé s¢ dhéné. Domethéné, ai numér do té jeté: V,* = n(n-1)(n-2) .
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Formimi i variacioneve pa pérséritje vazhdon deri sa nuk mbarojné t€ gjitha elementet, prandaj
numri i pérgjithshém i té gjitha variacioneve t& mundshme pa pérséritje prej klasés k prej n elemente
éshté:

M

VX = n(n-1)(n-2)... (n—k+1), kuk<n

»Shembulli 3. Né paralelen me 30 nxénés duhet té zgjedhet udhéheqgésia e klasés, e cila pérbéhet
prej kryetarit, sekretarit dhe arkatarit. Né sa ményra mund té béjmé zgjedhjen?

Zgjidhje. Kétu béhet fjalé pér grupe prej tre nxénésve, ku e réndésishme &sh
éshté njé lloj cili do té jeté kryetar, cili sekretar, kurse cili arkatar). Domethéné kemi varia
pa pérséritje prej klasés 3-t€ prej 30 elemente. Zgjedhja e udhéheqésisé mund té né 24360 ményra,
A té besohet? Pra, t€ provojmé me formulé (1):

o =n(n-1)(n-2) = 30-29-28 = 24360.*

numrat qé fillojné me 0, kurse té atillé ka: V,*=7-6-5;

peséshifroré do té jeté: Vg’ - V,* = 6720-840 = 5880 "
»Shembulli 5. Nése prej Shkupi deri
mund té udhétojmé deri atje dhe prapa, nése
a) deri atje dhe prapa me autobusi

a) tri prej librave

n ejene njen prane ijetrit;
b) triprej libr 3

mos jené njéri prané tjetrit?

Zgjidhje.

a) Pasi 3 prejpli gjithmoné € jené njéri prané tjetrit, ato do t’i llogarisim si nj€ element
né lidhje me té agjithsej kemi 6 elemente. Kéto 6 elemente mund t’i radhisim né V,° ményra, por
edhe té tri libra & komplet mund ndérmjet veti té radhiten né ményra t€ ndryshme, dhe até né

V,® mén¥ra. Domethené tri prej teté librave gjithmoné do té radhiten njéri prané tjetrit né V& V3P =4320
) Teté libra, pa kufizim, mund té radhiten né V& = 40320 ményra, por atéheré do té ndodh edhe
libra t& jené njéri prané tjetrit, q¢ kundérshton kushtin e detyrés. Prandaj, éshté e nevojshme prej
numrit té t& gjitha radhitjeve té librave (40320) ta zbresim numrin e variacioneve 4320 kur té tre librat
jané sé bashku. Pérgjigja e kérkesés sé dyté né detyré at€heré éshté V¥ = V&V, =36000.=
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2. Variacionet me pérséritje

Variacionet te té cilat njé ose mé shumé elemente pérsériten shumé heré quhen variacione me
pérséritje. Numri i variacioneve me pérséritje prej n elemente té klasés & shénohet me v e

Formimin e numrit t€ variacioneve me pérséritje, ngjashém sikurse te variacionet pa pérséritje, do

ta shqyrtojmé né shembuj.
»Shembulli 1. T'i formojmeé té gjitha variacionet me pérésritje prej elementeve té bashkésisé

M ={1, 2, 3} dhe ta vérejmé numrin e tyre. .
Zgjidhje. Variacionet me pérséritje prej klasés sé paré jané vet elementet e bashkési
1. 2. 3

Gjithsej jané 3.
Variacionet me pérséritje prej klasés sé dyté fitohen ashtu qé né ané
me pérséritje prej klasés sé paré pérshkruhet ¢donjéri prej elementeve té b
11;12,13, 21,2223, 31,3433
Gjithsej ka 3:3=9.
Variacionet me pérséritje prej klasés treté fitohen ash € anén e djathté prej variacioneve me
pérséritje prej klasés sé dyté pérshkruhet ¢donjéri prej eleme
111, 112, 113, 121,122,123, 131,
211,212,213, 221,222,223,
311,312,313, 321,322,323
Gjithsej ka 9:3=27.=

Si njehsohet numri i variacion

ashkésisé M, ku fitojmé:

331,832, 333.
je né rastin e pérgjithshém do té shikojmé prej
shembullit g€ vijon.

ashtu n né numér, prandaj: V =nn=n’.
variacioneve me pérséritje prej klasés sé treté fitohet kur ¢do variacioni me pérséritje prej
klasés'sg dyté, ato jané n’ né numér, do t’i shogérohet gdonijéri prej elementeve t& bashkésisé M té cilét
Jjané n né€ numér, prandaj: v s=nn=n

Né ményré t€ ngjashme fitohet numri i variacioneve me pérséritje prej klasés katért, pesté, ... ,
klasés k, pra numri i variacioneve me pérséritje prej klasés k do té jeté:

V.)=n*
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»Shembulli 3. Sa ,,fjalé" t¢é Morzeut mund té formohen prej shenjave themelore ,,-" dhe ,.- ", nése
dihet se njé , fialé "pérbéhet mé sé shumti prej katér shenjave themelore?
Zgjidhje. Kétu béhet fjalé pér variacione me péréséritje dhe po ashtu kemi ,,fjalé’’ me gjatési njé,
dy, tre ose katér shenja themelore, prandaj numri i pérgjithshém 1 ,,fjaléve’” éshté:
V4V +V 2+ 7V, =242242%42'=30.

»Shembulli 4. Sa elemente ka bashkésia nése numri i variacioneve me pérséritje prej klasés 4-té
éshté 835217
Zgjidhje. Kemi: V ,*=83521,pra n'=83521,prejku n=4/4/83521 =+/289 =17 .=

»Shembulli 5. Sa elemente ka bashkésia pér té cilén vien: V?,,,, v 71 = 208 :169?

Zgjidhje. Prej kushtit t& detyrés kemi (2n+1)2n(2n-1) : (2n-1)* = 240 : 15:9 pi€ ku fitojmé
barazimin: 82n%-589n+105=0, zgjidhja e t& cilit &shté n, = 7, zgjidhja e dfté nuk merret parasysh pasi
éshté numér negativ. =

DETYRA

1. Prej elementeve t€ bashkésisé M= {q, b, ¢, d} formoji t€ gjitha variagionet pa pérséritje té klasés sé paré, dvté
dhe té treté.

2. Sasinjale t€ ndryshme mund t€ béjsh prej 6 dritavegmengjyraté ndryshme , grupoji nga 3?
3. Sanumra dyshifroré mund té shkruash prej ghiftaye 0, 1, 3)dhe S nése te numri nuk pérséritet asnjé shifér?

4. Sanumra peséshifroré mund tél shkru,gsh prgj shifrave D, 1,3,5,7 dhe 9, ashtu gé zeroja nuk éshté as né vendin
e paré as né vendin e fundit dhe ashjé shifér nuk@érséritet?

5. Ndérmjet dy qyteteve ka 13 stdeione. Sa bileta té ndryshme pér udhétim mund té jepen?

gjuhé dhe dy d:@pﬁ&-ﬁ&mgqﬁ’e?
7. Njehso ponésey 52-V,’=3-V",,,?
8. Numriyi yariacionieve me pérséritje prej klasés k prej 5 elemente éshté 15625. Sa éshté k?

9., Sawvariacione me pérséritje prej klasés 4 mund té formosh prej elementeve t€ bashkeésisé {1, 2, 3, 4, 5, 6}: a) t&
cilét e pérmbajné njéshin dhe ajo mund té pérséritet; b) nése njéshi paragitet vetém njé heré?

10. N¢é sa ményra t€ ndryshme mund té plotésosh fleté pér prognozé sportive, nése dihet se ajo pérmban 13 ekipe
futbolli rezultati i té ciléve éshté prej tipit 0 (pér baraz), 1 (pér fitimin e nikoqiréve) dhe 2 (pér fitimin e
mysafiréve)?

132



3.1.3. PERMUTACIONET

Cdo radhitje (grupim) e numrit té dhéné té elementeve prej njé bashkésie né grupe, ku né ¢do

grup jané t€ gjithé elementet e dhéna, por gjithmoné né radhitje tjetér, quhet permutim. Grupet qé
pérbéhen prej té gjitha elementeve té bashkésisé sé dhéné, kurse ndryshojné njéri prej tjetrit sipas

radhitjes sé ndryshme té elementeve, quhen permutacione. Varésisht prej asaj se elementet né
permutacion a pérsériten ose jo, dallojmé permutacione me dhe pa pérséritje.

1. Permutacionet pa pérséritje

¢ dhéndashtd qé né té
ohen vetém

o té thoté se

Cdo radhitje q¢ mund té formohet prej n elementeve té bashkésisé
paraqiten té gjitha ato elementet vetém nga njé heré, kurse njéri prej tjetrit
sipas radhitjes sé€ ndryshme té elementeve, quhet permutacion pa pérsérit

\

ente t€ ndryshme té bashkésisé sé dhéné

Pérkufizim. Permutacionet pa pérséritje prej n eleme
nénbashkési té elementeve té ndryshme té bashkésisé M.

Numri i permutacioneve pa pérséritje prej
shénohet me P,

Formimi i permutacioneve pa pé
shembuj.

itje, si‘edhe caktimin i numrit té tyre do ta tregojmé né

»Shembulli 1. 7" formojmé p
a) {ab}; b){ab.c};
Zgjidhje. Permuta: pa pe

et pa pérseéritje prej elementeve 1€ bashkésisé:
}: dhe ta vérejmé numrin e tyre.
itje prej bashkeésive té dhéna jané:

a) ab, ba.
Gjithsej ka 2.

b) abc, ach . cha.

Gjithsej ka

c) ‘@ achd, acdb, adbe, adeb,
bac bcad, beda, bdac, bdca,
cabd, chad, chda, cdab, cdba,
dabc, dach, dbac, dbca, dcab, deba.

Giithsej ka 4 - 6=24. =

Né diagramin degézor do ta ilustrojmé ményrén e formimit té permutacioneve pa pérséritje prej
elementeve té bashkésisé M={1, 2, 3, 4}.

133



3— 1234 3—4 2134 2—4 3124 2—3 4123

2— 1— fiuf 1—(
/ 43 1243 / 4—3 2143 | 42 3142 | 32 4132
/ 2—4 1324 / 1—4 2314 / 1—4 3214 / 1-3 4213
1 —8f , A T 3 | 4 —2
\ 4—2 1342 \ 41 2341 \ 4—1 3241 \ 31 4231
\ 2—3 1423 \ 1—3 2413 \ 12 3412 \ 12 4312
4— 4— 4—( 3~
32 1432 31 2431 2—1 3421 2—1 4321

J

Pér paraqitjen e ményrés sé njehsimit té numrit té permutacioneve, o ta shfrytézojmé pérséri
shembullin 1. :

Né bashkésiné me njé element éshté i mundshém vetém njé permutacion pa'pérséritje, prandaj:

P=l.

Né bashkésiné me dy elemente, né shembulli 1a) gjaté formimit t&€ permutacioneve pa pérséritje
shikuam se t€ mundshme jané vetém dy, d.m.th.: P~=2-P~2-1.

Né bashkésiné me tre elemente, né shembullin 1b) gjaté fonnimit t€ permutacioneve pa pérséritje
shikuam se, éshté i mundshém t& vendosen né tre grupe, prej té cilave njéra fillon me a, e dyta me b dhe
dy elementet tjeré me c. Né ¢do grup éshté i mundshém aqunumiér i permuatcioneve sa heré mund té
permutohen dy elementet tjera, domethéné né trefgrupe me.nga dy permuatcione, prandaj P,=3-P, =
3:2:1=6.

Né bashkésiné me katér elementé, né shembullin 1c) gjaté formimit t€ permutacioneve pa
pérésritje shikuam se éshté i mundshémd€ vendosen né katér grupe, prej té ciléve njéri fillon me a, 1 dyti
me b, i treti me ¢ dhe i katérti me d¢Né ¢d6 grup éshté i mundshém aq numér i permutacioneve sa heré
mund té permutohen tre elementet tjeréydomethéné né katér grupe nga gjashté permutacione, prandaj P,
=4.P,=432:1=24.

Né ményré té ngjashmeycaktohet numri i permutacioneve pa pérséritje prej bashkésisé me 5
elemente dhe ai do té jeté: 'P_‘= 5P, =54-3.2:1 =120 permutacione.

Prej bashkeésisé mefn-1 elemente P, ,= (n-1) -P,,.

Dhe né fusid prej bashkésisé me n elemente numri i permutacioneve pa pérséritje do té jeté
P,=nP,, kurse prej kétu vijon se:

[ P,= mn1)(n2)(n3)..321 |

Ky prodhim prej n numrave natyroré té njépasnjéshém simbolikisht shénohet me n! (lexohet n
faktoriel). Domethéné 1-2-3-... - (n-1) - n=n!,dm.th. P,= n!
Sipas pérkufizimit merret se 0!=1.

Té vérejmé se vlen: P,= V,”, provo pse?

»Shembulli 2. Jané dhéné elementet e bashkésisé {1,2,3,4,5,6},; né sa permutacione elementet

3,4,5 jané njéri prané tjetrit, dhe até:
a) né kété radhitje, b) né ¢farédo radhitje?

134



Zgjidhje.

a) Pasi elementet 3,4,5 kérkohet té jené né kété radhitje, ato mund t’i llogarisim pér njé element
dhe sé bashku me tre elementet tjeré mund té permutohen, d.m.th. té radhiten né 4! ményra, domethéné
kemi 24 permutacione.

b) Né kété rast radhitja e elementeve 3,4,5 né grup éshté ¢farédo. Kéto tre elemente mund té
radhiten né 3! ményra. Por, né cilindo prej kétyre rasteve ato mund t’i llogarisim pérséri pét njé element
pa marré parasysh radhitjen e tyre, dhe pérséri kemi 4 elemente, prandaj numri i permutacioneve kétu
éshte P=31-4!=144=

»Shembulli 3. Né sa ményra 8 persona mund té ulen njéri prané tjetrit né 8 kawrigia, nése
karriket jané né njé rresht?

Zgjidhje. T€ gjithé personat duhet té vendosen né karriget dhe até né ‘¢farédo radhitje té
mundshme, domethéné béhet fjalé pér permutacione, qarté pa pérséritje. Ajo mufid té béhet né Py = 8! =

40320 ményra.= :
»Shembulli 4. Né sa ményra mund té radhiten 5 djem dhe 4 vajza néwresht.prej® karrigeve nése
né ményré alternative ulen djali afér vajzés? '

Zgjidhje. Pesé djem mund t€ radhiten né 5! ményra, kurse katér vajza né 4! ményra. Numri i
radhitjeve t€ mundshme né té cilat djemét né ményré alternative ulen afér Vajzave €shté prodhimi i tyre,
dm.th. P=5!-4!=2880.=

»Shembulli 5. Numri i permutacioneve pa pérséritje prej n-2 elemente éshté 90 heré mé i vogél
se numri i permutacioneve pa pérséritje prej n elemente. Saéshté.n?

Zgjidhje. Prej kushtit (€ detyrés kemi P, = 902, ,, pétkatésisht:
n(n-1)(n-2)(n-3) ... 3-2:1 =090 (w-2)(n -3Y ... 3-2-1,
pas pjesétimit (n-2)(n-3) ... 3-2-1, do t€ fitojmégn(my1) = 90y pérkatésisht n’ —n — 90 = 0. Zgjidhjet e kétij
barazimi katror jané n, =10, n,= -9. Zgjidhjd'e dyté nukumerret parasysh, prandaj pérgjigja éshté n =10.=

2. Permutacionet me pérséritje

Deri mé tani shqyrtuam permutacione e té cilat té gjitha elementet ishin té ndryshme, megjithaté
mund té€ ndodh ndérmjet elementeve téwbashkésisé sé dhéné té kemi njé numér i elementeve té njéjté dhe
duhet t'i permutojmé. Poahtud€ & kemi bashkési prej n elemente, ndérmjet t€ ciléve k, té barabarté té
njé lloji, &, t€ barabartéwé llojit tjetér, k; elemente té barabarté prej llojit té treté, ..., k, té barabarté prej
lojit », ku r <n (dhe k+dk+ kst ... + k.= n. Cdo radhitje prej té gjitha elementeve té bashkésisé té
keétillé t& dhénéquhetpermutacion me pérséritje prej atyre elementeve.

Ményra gpér._formimin e permutacioneve me pérséritie dhe caktimi i numrit té tyre éshté i

ngjashémme formimin e permutacioneve pa pérséritje dhe até do ta parashtrojmé né shembuj.

»Shembullil. 7" formojmé 1é gjitha permutacionet e ndryshme me pérséritje prej elementeve té
bashkésisé, {a,a,b}.

Zgjidhje. S€ pari elementeve té barabarté pérkohésisht u shpérdajmé indeksa qé t& mund t’i
dallojmé, pastaj elementet do t'i permutojmé dhe né fund do t’i fshijmé indeksat dhe do t’i rinumérojmé
permutacionet e ndryshme. Késhtu do t’i fitojmé permutacionet: a,a,b, a,ba, , a,a,b , a,ba, ba,a, , ba,a, )

prej ku duke i fshiré indeksat fitohen permutacionet; aab, aba, aab, aba, baa, baa. Tani hudhim nga njé
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prej permutacioneve té njéjta dhe i fitojmé permutacionet e ndryshme me pérséritie: aab, aba, baa, numri
i té ciléve éshté dy heré mé i vogél se numri i permutacioneve pa pérséritje.®

Nése permutojmé bashkeési prej n elemente, prej té ciléve & jané té barabarté (k < n), atéher€ si né
shembullin paraprak permutacionet me pérséritje i fitojmé me futje t€ pérkohésishme té indeksave te
elementet e njéjté; d.m.th. formimi i permutacioneve pa pérséritje, pastaj i fshijmé indeksat te elementet e
njéjté dhe i hudhim permutacionet e barabarté. Né kété ményré i fitojmé permutacionet prej n elemente,
prej té ciléve k jané té barabarté dhe numri i tyre do té jeté i barabarté me numrin e perpfutacioneve pa
pérséritje prej n elemente té marra sikur t€ jené t€ ndryshém, d.m.th. n! , té pjesétuar me numrin e
permutacioneve prej k elemente, d.m.th. k!, pasi aq ka té barabarté. Numrin e tyre.e shénoymémie P,(k)
dhe ai do té jeté:

P,(k) =:—’ (1

!
H

Né ményré analoge e caktojmé edhe numrin e permutagioneve preji#t elemente, ndérmjet t€ ciléve
ka r té ndryshém (r < n), prej té ciléve i pari pérséritet k, héré, i dytivk, herg, i treti k; heré€, ...,i r-ti &, her€,

ku ai éshté i barabarté me:

n! _ ; _ (2)
Pn(kl"kZ’ki""’kr)=m A kll k]'l‘ k2+ kj"" v T k,._ n.

»Shembulli 2. Sa permutacigne té ndryshme mund té formohen prej shkronjave (¢ fjalés
MATEMATIKA?
Zgjidhje. Né fjalén MATEMATIKA shkronja M pérséritet dy heré, A tri heré dhe T dy heré,

prandaj numri i pennutacioncwmﬂ___p&séritje do té jeté:

10!
Pig(@8) =~ =151200.»

»Shembulli 3. Pne; shifrave 1,2,2,2,23,3,4,44 té formojmé numeér dhjetéshifroré. Sa numra té
atillé fillojaéme:"a) 22:b) 313; c) 12347

Zgjld]qe.Per ¢donjérin prej rasteve ai &€shté numri i permutacioneve me pérséritje prej shifrave
tjera: .
8!

2) R(223)=5"—

=1680; b) 35 (pse?); c) 60 (pse?).=

»Shembulli 4. Drejtkéndéshi ABCD me dimenzione Tm dhe 4m éshté ndaré me vija horizontale

dhe vertikale né katror me sypriné prej 1m’. Né sa ményra té ndryshme mund té arrijmé prej kulmit A deri
te kulmi C, nése éshté e lejuar vetém lévizje djathtas dhe larté?

Zgjidhje. Cdo 1&vizje prej kulmit 4 deri te kulmi C pérmban 4 rrugé prej nga lm larté (I) dhe 7
rrugé prej nga 1m djathtas (d). Atéheré rruga e zgjedhur do té paraqet permutacion prej 11 elemente (11
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m rrugg€) me pérséritje. Pér shembull rruga e zgjedhur né fig. 1. e paraqet permutacionin [dldlddddld.

Numri i pérgjithshém i permutaconeve do té jeté:
1! 11-10-9-8-7!

D C P47 = = =330.=
417! 4-3-2-7
A B
fig.1
DETYRA

1. Formoji t€ gjitha permutacionet prej elementeve té bashkésisé {a,0,d,r } dhe@aktoji atoyté éilat paraqesin fjalé
né kuptimin e gjuhés shqipe.

2. NE sa permutacione elementet 1,2,3,4 prej bashkésisé {1,2,3,4,5,6,7} gjendennjériafer tjetrit, dhe até: a) né
radhitjen e njéjté; b) né ¢farédo radhitje?

3. [Eshté dhéné bashkésia {0,1,2,3,4,5}. Cakto numrin e numrave t€ ndryshém gjashtéshifroré té cilét mund t’i
formosh prej elementéve té bashkésisé sé dhéné, ashtu qé shifrat t.mos pérsériten?

4. Numri i permutacioneve prej n elemente né lidhje me.numrin'e permutacioneve prej n+2 elemente géndron
si  0,1:3. Cakto n?

5. NEé njé raft ka 2 libra té kaltér, 5 té kuge dhe 348 verdha. Nésa ményra mund t’i radhisish kéto libra ashtu gé

librat me ngjyré té njéjté té kopertinés té jerié njéra afér tjetrés?

NE€ sa ményra t€ ndryshme mundesh prej kutisété nxjerrish topa 3 té bardh, 2 té kuq dhe 5 té kaltér?

Sa éshté numri i permutacioneve prej shktonjave 1&'fjaless TERMOMETAR?

Sa ka numra shtatéshifroré, ku tri shifmJ ané tébarabarta me |, dy me 2 dhe dy me 37

Sa ka numra gjashtéshifroté, ku {ri'shifra jané t€ barabarté me 0, dy me 1 dhe njé me 2?

e e &

--------

a) fillojné me a; b) fillojné me b; c) fillojné me c.

%

3.1.4. KOMBINACIONET

Radhitja(grupimi i k elementeve prej njé bashkésie prej » elemente (k < n) né grupe, ku ¢do
grup ndiyshon njéri prej tjetrit sipas elementeve té ndryshme né pérbérjen e tyre quhet kombinim. Grupet
e elementeve, nénbashkésité prej bashkésisé sé dhéné, té cilat ndryshojné njéra prej tjetrés vetém
sipas elementeve té ndryshme né pérbérjen e tyre, por jo edhe sipas radhitjes, quhet kombinacione.
Domethéné kombinaconet jané nénbashkési prej variacioneve. Né ményré t€ ngjashme sikurse te
variacionet edhe kombinacionet mund té jené prej klasés 1-ré nése kané vetém njé element, prej klasés 2-
t€ nése kané dy elemente etj. Gjithashtu, ka kombinacione me dhe pa pérséritje varésisht prej asaj njé
element i njéjté né njé grup a pérséritet shumé heré ose jo.
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1. Kombinacionet pa pérséritje

Pérkufizimi. Cdo nénbashkési prej k elemente té bashkésisé M={e,, e, ..., e,} quhet kombinacion
pa pérséritje prej klasés k prej n elementeve té dhéné té bashkésisé M.

Nga ky pérkufizimi vijon se te kombinacionet éshté e réndésishme prania e elementeve, por jo
radhitja e tyre. Numri i kombinacioneve pa pérséritrje prej n elemente prej klasés k shénohet e, .
Formimi i kombinacioneve pa pérséritje prej n elementeve prej klasés k, si edhe caktimin e

numrit té tyre do ta tregojmeé né kété shembull.

»Shembulli 1. 7’ formojmé té gjitha kombinacionet pa pérésritje préf klasés Ieréf2-té, 3-té dhe
4-té prej elementeve té bashkésisé {a,b,c,d} dhe ta caktojmé numrin e tyre.

Zgjidhje. Kombinacionet pa pérséritje prej klasés 1-ré jané vet.elementet:
a b c d.
Numri i tyre éshté C,' =4.
Kombinacionet pa pérséritje prej klasés 2-t€ do t'ifitojménése i formojmé té gjitha variacionet
pa pérséritje prej klasés 2-té dhe pastaj i hudhim ato me elemente té barabarta:

ab ac ad ba be bd ca ch cd da db de.
Kombinacionet pa pérséritje prej klasés'2-té jané: ab, ac, ad, bc, bd, cd. Gijithsej 6.

Si mund ta caktojmé numrin e tyre?

Nurmri i variacioneve pa pérséritje prej klasés 2-1€ éshté V= 4-3=12. Sipas ményrés t& fitimit t&

kombinacioneve pa pérsérije prej klasés 24€, shikojmé se kétu pérveg ¢do kombinacioni paragiten edhe t€
2

gjitha permuatcinet e saj, kurse ai numér €shté P, = 21. Domethéné: V,’=C ;/-P,, prej ku: S41=-I%—-,

prandaj kombinacione pa pézséritje prej klasés 2-t€ ka: C;* = —2?1 = 6.
Kombina€ione pa pérséritje prej klasés 3-té do té fitojmé nése i formojmé € gjitha variacionet pa
pérséritje prej klasés 3-té/dhe pastaj i hudhim ato me elemente té barabarta:

@b abd ach acd adb adc bac bad bca bed bda bde
cal  cad cha chd cda cdb dab dac dba dbc dea deb .

Kombinacionet pa pérséritje prej klasés 3-t& jané: abe, abd, acd, bed. Gjithsej 4.
Numrin e kombinacioneve pa pérséritje prej klasés 3-t¢ do ta caktojmé sikurse mé larté.
Pérkatésisht, numri i variacioneve pa pérséritje prej klasés 3-té éshté: V,’=4-3-2 = 24. Sipas ményrés sé

fitimit t¢ kombinacioneve paragiten té gjitha permutacionet e tij, kurse ai numér éshté¢ P; = 3L
3

Domethéné: V,*= C /-P;, prej ku: C2= % , prandaj kombinacione pa pérséritje prej klasés 3-€ ka:
3



Kombinacionet pa pérséritje prej klasés 4-t€ éshté vetém njé dhe ai: abed , domethéné: Cy'=1.=

Né meényré té ngjashme formohen dhe arrihet deri te numri i kombinacioneve pa pérséritje prej »
k

n

elemente prej klasé k, d.m.th. né rastin e pérgjithshém C,*= , pérkatésisht:

x_n(n=1)(n=2)..(n—(k-1))
g k-(k=1)-...3:2:1

Me zgjerimin e thyesés me (n-k)! arrihet edhe deri te kjo formulé pér ‘mjehsimin e

kombinacioneve pa pérséritje prej » elemente prej klasés k:

c k _ n!
" kN (n-k)!

>Shembulli 2. Nése njé paralele ka 10 léndé dhe 5 oré té ndryshme né dité, né sa ményra mund
t'i shpérdajmé orét pér njé dité?

Zgjidhje. Pasi n€ detyré nuk kérkohet radhitja e oréye né njé dité, por vetém numri i ményrave
pér shpérdarjen e léndéve té ndryshme né njé dité, do té kemi kombinagione pa pérséritje dhe até mund ta
béjmé né:

s 100 10-9-8-7-6-5!
TSl 5.4.3.2.148

=252 ményra.=

10

»>Shembulli 3. Prej 12 pyetjeve té provimit nxénési duhet té zgjedh 5. Né sa ményra mund ta béné
zgjedhjen?

Zgjidhje. Kétu béhet fjalé ‘pér zgjedhjén ku nuk éshté e réndésishme radhitja, prandaj ky
kombinacion, kuptohet pa pérséritje, prej 12 elemente dhe até té klasés 5-té. Domethéné zgjedhjen mund
ta b&jmeé né:

s Adny 12:11:10-9-8
Bl 5.4.3.21

=792 ményra.®

»Shembulli 4. Né garén e shahut marrin pjesé 14 shahisté. Cdonjéri prej tyre me té tjerét ka
luajtur nga dy.parti\Sa parti jané luajtur?

Zgjidhje. Kur cdonjéri prej 14-té shahistéve luan me ¢donjérin prej té tjeréve do té luan nga njé

parti dosté keté C,,” parti, por pasi ¢donjéri prej tyre luan nga dy parti do té luhen:

14-13
2C|42=2'T =182 parti.'

>Shembulli 5. Prej 10 letrave té lotos sé shpejté sakté 3 me siguri sjellin fitim. Nése blejmé 6
letra sa mundési té ndryshme ekzistojné pér té pasur té paktén njé fitim?

Zgjidhje. Prej 10 letrave 3 mund t'i zgjedhim né C,,' ményra. Prej 10 letrave 7 nuk kané fitim.
Treshin i cili nuk fiton mund ta zgjedhim né C;’ ményra. Domethéné kemi me siguri fitim né njérén prej:

C\,’ - C;’= 85 kombinacioneve. Provo! =
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X

2. Kombinacionet me pérséritje

Le té jet¢ dhéné bashkésia M={e, , e, ,....e,} prej n elemente. Nése gjaté formimit té
kombinacioneve prej klasés k prej n elemente ekziston mundési ¢do element né ¢do kombinacion té
paraqitet 1, 2, 3, ...,ose k heré, at€heré kombinacionet e atilla quhen kombinacione me pérséritje. Klasa &
mund té jeté mé e vogél, e barabarté ose mé e madhe se numri i elementeve n.

Numrin e kombinacioneve me pérséritje prej n elemente prej klasés k e shénojmé me ¢ X

Meényra pér fitimin e kombinacioneve me pérséritje prej n elemente prej klasés & m
né kété shembull.

»Shembulli 1. 7' formojmé kombinacionet me pérésritje prej klasésy2-t¢ dhe 3-1é prej
elementeve té bashkesisé {1,2,3,4}.

Zgjidhje. Kombinacionet me pérséritje prej klasés 2-t€ nga bashkésia

11 12 13 14 22 23 24 44.
Ndérsa kombinacionet me pérséritje prej klasés 3-t€ nga bashk % € jané:

111 112 113 114 122 123 124 134 144
222 223 224 233 234
333 334 344

244

444. =
Numri i kombinacioneve me pérséritje prej n ele lasés k njehsohet sipas formulés:
ca,
Provo numrin e kombinacioneve e né shembullin 1!
»Shembulli 2. Eshté dhén ={a,, a;}. Ta caktojmé numrin e kombinacioneve me

pérséritje prej klasés 2-té dhe 3-té

Zgjidhje.
Numri i kombina€ioneve me pérséritje prej klasés 2-t€ éshié _622 :% - .3.:. =3
dhe até kombinacionet jang a, a,a, aa,. '2-nt 2
¢ me pérséritje prej klasés 3-t€ éshté C; _2+3-1) 4 _
I2-1)! 3
apaya; a,a;a, a;a,a, a,a;a,."

i 3. Sa trekéndésha mund té formojmé nése brinjét e trekéndéshit e kané pér gjatési
rave: 4,5,6,7?
gjidhje. Kétu béhet fjalé pér kombinacionet prej klasés 3-t&, pasi njélloj €shté cila brinjé cilén

njé,

gjatdsh do ta keté, pasi mundet dy ose tri brinjé t& kené gjatési & njéjté do té kemi kombinacione me

pérséritje dhe até:
o _(+#3-D!_ 6 6543
Cd " m@a—1y 33 3.2.31  trekéndésha. =

»Shembulli 4. Sa elemente jané té nevojshme pér té formuar 190 kombinacione me pérseritje prej
klasés 2-te?
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(n+1)! (n+Dn

Zgjidhje. Pasi CC 2= 190, kemi: 2Dl 190, pérkatésisht ~—— =19C prej ku e fitojmé

barazimin katror n’ +n— 380 = 0, zgjidhjet e té cilit jané 19 dhe -20. Pérgjigja éshté 19, pse! =
»Shembulli 5. Ta njehsojmé n nése C,,:C,,>=15:7.
Zgjidhje. Prej kushtit té detyrés kemi:
(n+2)(n+Dn _ n(n—-1)(n-2)
3-2.1  3.2-1
4n’-33n +8=0, ku vetém njé zgjidhje n=8 i kénaq kushtet e detyrés. =

=15 : 7, kurse prej kétu e fitojmé barazimin katror:

»Shembulli 6. Autobusi me 12 udhétaré ndalet né katér stacione. Né sa méyra mund té dalin
udhétarér né stacione, varésisht vetém prej numrit 1é udhétaréve té cilét dalin né st@cione¥é vegénta?

Zgjidhje. Me numrin n ( n = 1,2,3,4) le ta shénojmé ¢do dalje té udh@taréve né stacionin 7. Po
ashtu fitohen grupe prej nga 12 elemente. Pér shembull, grupi i elementevesiihl 223333344 do té thoté se
né stacionin e paré kané dal 3 udhétaré, né té dytin 2, né té tretin 5 dhie né té katértin 2 udhétaré. Pasi
elementet né grupe mund té pérsériten (né njé stacion mund té dalin mé shumé uhétaré), kurse radhitja e
asa) se cili udhétar del nuk éshté e réndésishme, kemi kombindciofie,me pérséritje prej 4 elemente prej
klasés 12-té. Té atillé ka:

Cono(+12-1) 151 15-14- (8421

= = = 455.
124 -1 123! k2l.3 - 2

4

Pérgjigje e detyrés éshté se dymbédhjetégfudhetarg, varésisht vetém prej numrit & tyre, né katér

stacionet mund té dalin né 455 ményra.=

DETYRA
1. Prej elementeve té bashkésisé M= {1,.2, 3,4} fornoji té gjitha kombinacionet pa péréséritje té klasés sé paré,
dyté, treté dhe té katérté.
2. Shitorja e re e hapur né konkurs Késkon'§ shités, Né té njéjtin jané paraqitur mé shumé persona. Vetém 9
persona i plotésojné kushfet ¢ zgjedhjes*Né sa ményra mund té kryhet zgjedhja pérfundimtare?
3. Cakto numrin e diagonaleye té'dymbédhjetékéndéshit té rregullte?
4. N& njé gar shahu janésluajtur 210 parti. Cakto numrin e pjesémarrésve nése dihet se ¢do pjesémarrés ka luajtur
nga njé parti me gdonjérin prej € tjeréve.
5. Né rrafsh jané dhéné 10 p_iﬁa té ndryshme prej té cilave asnjé treshe nuk €shté kolineare. Cakto numrin e té
gjitha dgéjte€zayve téeilatjané pércaktuar me pikat e dhéna?
6. N¢ bas';_i_ﬂ;ésmé:gggj 8 pikave ekzistojné sakté 5 treshe té pikave kolineare. Sa drejtéza t€ ndryshme mund té
caktosh préj pikave té dhéna?
7. Mé pa_;f'a‘.[elé ka 16 vajza dhe 20 djem. Pér udhéheqésiné e bashkésise sé klasés éshté e nevojshme té zgjedhen 4
nxEnés prej t€ ciléve té paktén njé vajzé. Né sa ményra mund té béhet zgjedhja?
8. Nélgjén e Lotos prej 39 topave me numra té ndryshém jané nxjerré 7 dhe njé plotésues. Sa fleté t€ zakonshme
duhet {¢ mbushish nése déshiron té kesh shtatéshe té sigurté?
9. Ng lulishte ka 8 lloje té luleve. Né sa ményra mund té béjsh zgjedhjen nése né buget déshiron té kesh 5 lule?
10. Numri i kombinacioneve me pérséritje prej klasés 2-t€ éshté mé 1 madh pér 15 se numri 1 elementeve.
Sa elemente ka?
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3.1.5. FORMULA E BINOMIT

Formula e binomit éshté formula e pérgjithshme me ndihmén e sé€ cilés njehsohet shprehja (a+b)",
ku a,be R dhe ne N. Disa raste speciale té formulés sé binomit i kemi té njohura. Pér shembull, nése e
fuqizojmé binomin (a + b) sipas rradhés me numrat: 0,1,2,3.,4,5,... fitojmé:
(a+b)’=1
(a+b)=a+b
(a + b)* = a* +2ab +b*
(a +b)’ = a’ +3a’b +3ab* + b’
(a+ b)' =a* + 4a’b + 6a°b’ + 4ab’ + b*
(a+ b)Y’ =a’ + 5a°b + 10a’b” + 10a’b’+ 5ab* + b’
Gjaté fuqizimit té binomit (a + b) né ¢do rresht mund t’i vérejm&--ﬁéto vetiy)
1) binomi (a + b) i fugizuar me numér natyror n ka n+1 anétaré,
2) te ¢do anétar i zbérthimit, shuma e tregueséve té fuqisé té§hlimézuesit t€ paré dhe té dyté éshté n,
3) treguesi te shumézuesi i paré zvogélohet prej n deri né [0, kurse te i dyti rritet prej 0 deri né n,
4) koeficientét e fugive té binomit (@ + b) mund té njeh§ohen,me sidihmén e késaj skeme:

I
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

................................................................................................................

Kjo skemé njihet m€ emrin trekéndéshi i Paskalit, pér nder t€ matematikanit Blez Paskal (1623-
1662) i cili i ka sfadiuiar vetité'e atij trekéndéshi pér nevojat e studimeve t€ tija né fushén e teorisé sé
gjasés. Pér ndryshe ky trekéndésh u ka gené i njohur edhe kinezéve shumé shekuj para asaj, pér ¢ka
ekzistojné/dokumente & shkruara.

Mund tinvérejmé kéto veti té trekéndéshit t€ Paskalit:

a) koeficientét né ¢do rresht jané simetrikisht té radhitur,

b)), ¢do rresht fillon dhe mbaron me 1,

¢) shuma e ¢farédo dy koeficientéve té njépasnjéshém e japin koeficientin qé gjendet né rreshtin g€ vijon
né mesin ndérmjet koeficientéve té zgjedhur.

Me ndihmén e trekéndéshit t& Paskalit mund t’i caktojmé koeficientét e fuqisé (a+b)", pér ¢farédo
numér natyror n, vetém nése dihen koeficientét e fuqisés (a+b)" . Por, nése n éshté numér shumé i madh,
duke e shfrytézuar kété skemé véshtirésohen njehsimet. Prandaj, né praktiké shfrytézohet ményré mé e
thjeshté pér njehsimin e koeficientéve t€ binomit (a+b)". Pér kété qéllim, t’i shqyrtojmé kombinacionet pa
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pérséritje prej n elemente prej klasés &. Pér numrat C) = k‘_’iﬁ gshté future shénimi [
ﬂ'

n
(lexojmé n
k

n
mbi k), ku 0<k<n, dm.th. C,,*=[ J Domethéné,
k

(n
‘:1,

\ %)

() n a(n=1!

1) 1r(n Dt (m-1

£ n

"ot _am=D(n-2)! na(@n-1)
\2) Amn-2) 2m-2 2

() n__nn=1)(n=2)(n-3)! _n(n-1)n-2)
3'(n 3 3:2(n-3)! 6 ’

3

\“/

n(n-1)(n—2)! _n(n=1)

J (n— 2)|(n (n=-2) (n-2t220 2 °
_n(n—l)!_

J = 1)'(n (-0 (-nrn

[J n!(n~n)! )

Pér deri sa i njehsojmé numrat pér vierat pérkatése t€ n dhe k, do té vérejmé se ato jané

pikeérisht koeficientét prej fuqgive té (afb) té paragitur edhe te trekéndéshi i Paskalit. Pér
shembull, pér n=5 kemi:
s 5 5
} =10 =5, [ J =],
o 4 5

Prandaj pe b a + b)’ mund té shkruajmé:

+10a’b™+ 10a2b3+5ab“+b5=(5}'5 +(s}r4b+£5}:3b2 +(5}a2b3 +[5}75“ +(5Jb5.
0 i 2 3 4 5

ejmé se formula e pérgjithshme pér fuginé e binomit (a@ + b)", ne N, mund té shkruhet né

(a+by's

formé te:

(a+b)' = ["},n +{n}1"*ib+[ﬂ}a"'zbz +m+{"}7n—kbk +...+( " )abn—l _}_["}bn.
0 | 2 k -1 ) ”

Saktésiné e késaj formule do ta vértetojmé me metodén e induksionit matematikor.
143



Vértetim:
1°. Pér n=1 formula éshté e sakté pasi:

(a+b) = [l]a+{l}b=a+b
0 1

2°. Supozojmé saktési pér n = k:

(a+ ab)"“=[kJoJt +(k}r"“]b+[k}:k”2b2 +...+[k}k“fbf +...+[k]bk )
0 1 2 i k

Ta provojmé saktésiné e formulés pér n= k+1.

(a+b)"'=(a+b) -(a+b)'—"({k]ak +[k]a"”'b+(k}a**262 +...+[k}: &
0 1 2 i
(a+b)“’=(k]a“' +H&J+(kﬂa*b+...+[[ ‘ )+{kﬂ Pty LR
0 0 | i-l i

(k) (k) (k1
Kemi + |= , pér =2, 3, ..., k. Provo! Pérveg k
1

i- i i
kY (k+1 kY (k+1

- =1 dhe = =1, prandaj;
0 0 k) \k+1

k+1) k+1
(a+b)k+l . ke+1 i
0 /

kurse kjo, sipas metodés sé

<)

it matemaukor, domethene se formula (1) éshté e sakté pér ¢do
numeér natyror.®
e binomit ose formula e binomit e Njutnit, pér nder t€ matematikanit dhe

Formula (1
j 7), pér té cilin llogaritet se i pari e ka vértetua dhe sistematikisht e ka

zbatuar né kuptir & gjeré sesa qé kétu éshté sqaruar.
- Ta shkruajmé né formén e zbérthyer fuqiné (2a+3b)’.
a zbatojmé formulén e binomit:

i
2a+3b)’ =[5] (2&)5+[5) (2a)*(3b) +[5J (2a)’(3b)° J{s] (2a)X(3b)° +(5] (2a)(3b)* +ﬁ (3b)*=
0 1 rd 3 4 5
=32 a° + 240 a*b + 720 °B* + 1080 &?b° + 810 ab* +243 b°. =

»Shembulli 2. Ta shkruajmé né formén e zbérthyer fuginé (1-3y)*.
Zgjidhje. Sipas formulés sé binomita=1, b= -3y, n= 4, prandaj kemi:

(1-3y)' = [4}“ +(4}13 -(—3y)+[4]!2 (-3y)? +(4]1-(—3y)3 +(:J(—3y)4 =1-12 y +54 y* -108 y* +81y".=
0 | 2 3
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»Shembulli 3. Me ndihmén e formulés sé binomit ta njehsojmé  shumén

)

Zgjidhje. Nése né formulén e binomit (@ + 5)" véndojmé: a =1, b =1, fitojmé:
n n n n n
+ [+ et + |=(1+1)"'=2"n
0 1 2 n-1 n

»Shembulli 4. Ta caktojmé anétarin e pesté né zbérthimin e binomit (Jx +3x2)"2.

Zgjidhje. Anétarin e pesté ta shénojmé me 7. Até mund ta njehsojm&)sipassformulés:

n 1 2
Tes ={ ]a"_kbk . Né shembullin toné n =12, k=4, a=x2,b=x?, prandaj:
k
12y L 2 1 8 20 '
T =( }(x2)'2"" (x3)* =495(x2)" - x3 =495x 3 =495x°3/x*\m
4

DETYRA

10 10 10 10 10 W0
1. Njehso shumén: a)[ )-l-( ]+...+[ J, b)[ J—[ )1—...—!—( }
0 1 10 o) by 10

2. Shkruaji n€ formén e zbérthyer fuqité: a) (3-+2x)% ., b) (2x25)*, c¢) (x—-lﬂ)6 , %) (x+.\/;)3 .
' x

3. Caktoje anétarin e pesté né zbérthimin €binogfit (v/x ++/y)7 .
4. Caktoje anétarin e shtaté né zbérthimin € binomit (x + A2 e

5. Caktoje anétarin e mesémmé zbérthimin e binomit (x - 2y)*.

6. Caktoji dy anétarét e mesém né zbérthimin e binomit (2x +y)'".

7. Caktojé até anétar prej zbérthimit t& binomit (x++/x)® i cili pérmban x*.

b

4]
NE zbérthimin e binomit (xl +i] caktoje até antar qé nuk varet prej x.
X

-

14
Caktgje numrin e atij anétari né zbérthimin e binomit [%/a_z ++b J né té cilin a dhe b kané treguesé t&

barabarté.

10. Ndryshimi ndérmjet koeficientit té treté dhe té dyté té binomit né binomin (a+hb)" éshté¢ 44. Cakto n.
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3.2. GJASA

N& jetén e pérditshme pér ¢do ngjarje themi se éshté me gjasé t€ madhe, me gjasé ose nuk Eshté
me gjasé. Gijithashtu, ekzistojné shumé momente né jetén kur duhet té sjellish pérfundim né bazé t&
vlerésimit pér shansé, d.m.th. gjasa, se ndonjé ngjarje do té ndodh. Pjesa e matematikés qé i studion
ligjishmérité pér realizimin e kétyre ngjarjeve quhet teoria e gjasés. Ajo konstaton rregulla pér njehsimin
me gjasa si madhési numerike, d.m.th. hulumton raporte sasiore ndérmjet gjasave pér realizimin e atyre
ngjarjeve. Teoria e gjasés sé pari paragitet né lidhje me lojérat hazarde qé pastaj matematikani Jakob
Bernuli (1654-1705) e zbaton gjaté analizés sé gabimeve qé béhen gjaté véshtrimif. Bazén e saj
aksiomatike (viti 1933) e vendos matematikani rus Andrej Kolmogorov (1903-1987).

3.2.1. EKSPERIMENTI. NGJARJA. GJASA STATISTIKE

Té studiuarit e natyrés dhe shoqérisé éshté rezultat i hulumtimiéve, véshtriméve - eksperimentet,
ku realizohen (plotésohen) bashkésité e caktuara té kushteve, rezultate - ngjarje. Nése eksperimentet
realizohen dhe kryhen né laborator, atéheré flasim pér eksperiment té deterntinuar (i caktuar, i kufizuar).
Nése eksperimentuesi ka rol pasiv gjaté té véshtruarit € ngjarjes €cila realizohet nén ndikimin e shumé
faktoréve té njohur dhe té panjohur, atéheré flasim pér eksperiment té padeterminuar. Pér shembull,
ngjarje jané: rezultatet prej matjeve té ndryshme té temperaturéssS¢ ajrit, temperatura e trupit t€ njeriut,
pesha e tij, paraqitja e stemés ose numrit t€ anés sé Sipémme, t¢ monedhés sé hedhur, numri i caktuar i
pikave t& anés sé sipérme té zarit té hedhur, prodhimi i zgjedhur pér kontrollimin e rregullté gjaté
prodhimit té tij, t& mos jeté me defekt etj.

Nése ngjarja fillon gjaté ¢de realizimi t€ ndonjé eksperimenti, atéheré ajo quhet ngjarje e
sigurté. Pér shembull, nése né qesén e'padukshine gjenden dhjeté topa (€ bardhé, ngjarja nxjerrja e topit
t¢ bardhé éshté ngjarje e sigurte.

Nése ngjarja nuk fillon ‘gjaté asnjé eksperimenti t€ kryer, quhet ngjarje e pamundshme. Pér
shembull, gjaté hedhjes sé zarit,(me fage té numéruara prej 1 deri mé 6) ngjarja paragqitja e shtatéshit
éshté ngjarje e pamundshme.

Nése ngjarja gjaté kryerjes sé ndonjé eksperimenti mund, por nuk &shté e théné t& fillon, quhet
ngjarje e rastit. \Pér shembull, nése né gesen e padukshme gjenden pesé topa t& bardhé dhe tre té zi,
ngjarja gijerrja e topit té bardhé éshté ngjarje rasti.

Pikéfisht teresimi i njeriut pér parashikimet e ngjarjeve t€ rastit ka sjellur deri te paragitja e
zhivillimit t€'gjasés si shkencé. Me interes pér jetén e tij jané fillimi i ngjarjeve té ndryshme: numri i
vijayé té zéna té centralit telefonik, numri i grimcave kozmike té cilat bien né sipérfage 1€ caktuar né kohé
t& cakfbar, vetité e trashéguara té kulturave bimore, né kohén mé t€ re dhe numri i erupcioneve vullkanike
té vullkanit té caktuar, numri i intensitetit té térmeteve né zonén e caktuar. Pérvoja tregon se mundésité
pér fillimin e ndonjéit prej kétyre ngjarjeve jo gjithmoné jané té barabarta, pérkatésisht, ato varen prej
shumé rrethanave té njohura dhe té panjohura. Kjo do té thoté se nuk ekzistojné kushte t€ barabarta ideale
pér fillimin e ndonjé ngjarje gjaté eksperimentit t€ caktuar, prandaj paragitet nevoja pér vlerésim té gjasés
pér fillimin e ndonjé ngjarje pas kryerjes té eksperimenteve né seri.
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Pér shembull, ta vérejmé lindjen e fémijéve si dukuri masovike dhe duam ta hulumtojmé ngjarjen
A, lindjen e fémijés me gjini mashkull, né grupin prej nga 1000 foshnjeve. Le té jeté n numri i té gjithé
foshnjeve, né rastin toné n = 1000, kurse m éshté numri i foshnjeve meshkuj. Gjaté hulumtimit t& mé
shumé grupeve prej nga 1000 foshnje, vérehet se herési ™ sillet péraférsisht rreth numrit konstant
0,511. Ky herés éshté njé lloj treguesi karakteristik pér até se{}shpesh ndodh ngjarja 4 (lindja e fémijés me
gjini mashkull) dhe quhet dendésia relative (frekuenca) pér ngjarjen 4.
—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Pérkufizimi 1. Frekuenca relative e ngjarjes sé dhéné A quhet numri %’ ku m éshté numri i

eksperimentit né té cilin ka filluar ngjarja A, kurse n numri i té gjitha eksperimentéve.

Shumé ligjshméri né biologji, kimi, fiziké dhe shkenca tjera zbulohen mesanalizén e rezultateve
prej numrit t&¢ madh té eksperimenteve. Pér shembull, né njérin nga eksperimenfet e 4§ botafiisti austriak
G. J. Mendel (1822-1884) gjaté krygézimit té verdh me bizele té verdh ka vérejtuf bizel¢'té gjelbér. Dhe

até, prej 34153 kryqézime, bizele té gjelbér ka fituar né 8506 raste. Domethéné dendésia relative né kété

ngjarje éshté: L % =0,252 . Késhtu Mendel ka arritur deri te pérfundimi/se gjaté numrit mjaft té
n

madh té eksperimenteve, né njé t& katértén prej rasteve dometh€né, né ¢do katér kryqézime té verdhés me
bizele t€ verdh fitohet bizele e gjelbér. Ky dhe zbulime té tife;r_a té tija kan€ ndihmuar ta themelon dhe
pérpunon teoriné pér vetité trashéguese te bimét dhe mé gjeré: g

Domethéné, pérvoja tregon se nése ndonjéeksperiment pérséritet né numér té madh té serive dhe
pér ¢do seri caktohet frekuenca relative e ug’fgj_es A, ato (frekuenca relative) tregojné tendenca té
grupohen (oscilojné) rreth njé numri, t€ cilin'do ta sh8nojmé me P(4) dhe do ta quajmé gjasa e statistikés
¢ ngjarjes A, (P éshté shkronja e paré e fjalés ldtine probabilitas qé do té thoté gjasé).
e

Pérkufizimi 2. Gjasa e Statistikés e njé ngjarje éshté numri rreth té cilit oscilon dendésia relative
e ngjarjes gjaté numrit té madhé ekvpegrggg_xemeve.

P(4)=Z

Gjasa etatistikés caktohet (vetém péraférsisht) pas realizimit t€ ngjarjes, prandaj quhet gjasat a
posteripreose gjasa empirike, gjasé e bazuar né pérvojén. Pér ndryshim € saj, gjasa a priore ose gjasa
teof’ﬁz;._ caktohet matematikisht dhe até prej mé paré. Me até do té njihemi mé voné népérmjet pérkufizimit
klasik pér gjasén.

Pér gjasén e statistikés, pasi 0 <m <n, mund t’i shénojmé kéto veti:
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1°. Gjasa e ngjarjes sé sigurté éshté e barabarté me 1, pasi m=n;
2°. Gjasa e ngjarjes sé pamundshme éshté e barabarté me 0, pasi m = 0;
3°. Gjasa e ngjarjes sé rastit A éshté 0 < P(4) <1.

Ndérmjet shembujve té paré pér gjetjen e gjasés té ndonjé ngjarjeje jané pérmendur mé poshté.

»Shembulli 1. Fisniku frangcez De Mer ka vérejtur se gjaté hudhjes té njékohésishme é tre
zareve ai i cili ka vé bastlidhje me 11 fiton mé shpesh se ai i cili ka vé bastlidhje né’shumén 12.
Domethéné né gjuhén bashkékohore mund té themi statistikisht, pasi béhet fjalé pér lojé hazardené té

cilén ai shpeshheré ka marré pjesé, por pérséri nuk ka béré matje precize. Po ashtu, ai duke menduar ka
arritur deri te pérfundimi se edhe njéri numér edhe tjetri fitohen né 6 ményra té mdryshme, por nuk ka

mund ta zgjidhé dilemén, prandaj i éshté drejtuar mikut té tij, matematikanitBlez Paskal {1623-1662).
Ngjarja ka ndodhur né vitin 1654, e cila llogaritet pér vit té fillimit té zhvillimit té téorisé S€ gjasés.

Blez Paskali ka treguar se té menduarit e De Merit éshté 4 sakté, per jotérésisht. Ka ngelur e
vérejtur zgjidhja e tij pér kété problem. Zgjidhja do té jepet kur do t'i m&ejmé bazat e konceptit gjasé.

»Shembulli 2. Matematikani J. Kerih, né robéri né kohén e luftés sé dyté botérore, ka béré 10
seri prej nga 1000 hudhje té monedhés dhe i ka fituar kéto paraqitje 1é stemés dhe numrit: 502, 511, 497,
529, 504, 476, 507, 528, 504, 509 heré.

Pasi né kété rast n = 1000, frekuenéat relative perkatése pér fillimin e ngjarjes, paragitja e stemés,
jané:
0,502; 0,511 0,497;0,529; 0,504; 0,476; 0,507; 0,528; 0,504; 0,509.
Domethéné, frekuencat relative jam€ grupuar rreth numrit 0,5 qé paraqet gjasé statistike pér
fillimin e ngjarjes paragitja e stémés gjaté eksperimentit hudhja e monedhés né lartési.

»>Shembulli 3. Eksperimenti hudhja e zarit. Ngjarja e rastit A,;: éshté né anén e sipérme (é zarit

té paragiten edhé”pikat (i=142,3,4,5,6). Ajo éshté béré me : 600, 6000, 60000 dhe 120000 hudhje.
Rezultatet e fitu@ra jané paraqitur né kété tabelé:

numri i 1 2 3 4 5 6
hudhjeve

600 82 130 106 92 106 84
6 000 953 1053 1027 1028 982 957
60 000 9830 9989 9888 10206 10190 0847
120 000 19759 20065 19795 20232 20213 19936

Frekuencat relative pér fillimin e ngjarjeve 4, (i=1,2,3,4,5,6) jané dhéné né kété tabelé:
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numri 1 2 3 4 5 6
i hudhjeve

600 0,14 0,22 0,18 0,15 0,18 0,14
6 000 0,159 0,176 0,171 0,171 0,164 0,160
60 000 0,165 0,166 0,165 0,170 0,170 0,164
120 000 0,165 0,167 0,165 0,169 0,168 0,166

Kjo tabelé qarté tregon se frekuenca relative pér fillimin e ngjarjeve 4,, si eksperimentalisht fanc

fituar madhésité, ¢donjéra né€ vecanti me vlerat e saja oscilon rreth numrit é: 0,166... 4.1 cili natyrisht dhe

né ményré intuitive na imponohet si gjasé pér fillimin e ngjarjes paragitja e 1,2,3¢#.5 ose 6 pikéve né anén
(fagen) e sipérme prej zarit t&€ hudhur. Mund té vérehet se edhe preciziteti mé i tadh fitohet kur numri i

hudhjeve éshté mé i madh.

»Shembulli 4. Prej 96721 njeréz tridhjetévjecar, vitet e pesédhjetaigerjetojné 88043. Sa éshté
gjasa njé mostér (ekzemplar, prej tyre (€ pérjeton té pesédhjetat?

Zgjidhje. Pasi numri i njerézve pesédhjetévjecar ésht€ m = 88043, kurse numri i té anketuarve
gshté n = 96721, gjasa tredhjetévjecari ta pérjeton té pesédhjetén Sshté’

DETYRA. Béri eksperimentet.

1. Né triseri prej nga 100 hudhjeveghudh zarin. Pércakto gjasén pér paragitjen e numrit 57
2. Né dy seri prej nga 100 hudhje, njékehésisht hudhi dy monedha. Caktoje gjasén t€ paragitet numri te té dy

monedhat?
— ———— ——— — —  —————

PASKAL, BLE}__Z.,__(PE@;a] Blaﬁe) (1623-1662) — matematikan, fizikan, fillozof dhe shkrimtar frangez. I lindur
né familje téfpasur, qarkullon né rrathét e larta politike, artistike dhe shkencore. Né moshén gjashtémbédhjeté
vjecare vértetomdeoremen nga gjeometria, sot e njohur si teorema e madhe e Paskalit. Né moshén tetémbédhjeté-
vjecare e mendom, dhe e pérpunon makinén njehsuese té paré né histori, e cila mund t’i kryen operacionet
themelore aritmetike. Mé voné, pérve¢ me matematiké merret edhe me eksperimente té fizikés né lidhje me
shtypjen eajrit. Sot, njésia pér matjen e shtypjes e mban emrin e tij. Né vitet e tij té pjekurisé, pas mendimeve té
giera e krijon Teoriné e tij té gjasés. Prej kétyre hulumtimeve ka dalur edhe trekéndéshi prej numrave,
koeficienti para anétaréve t& binomit prej ¢farédo fuqie, sot i njohur si trekéndéshi i Paskalit. Nga fundi i jetés sé
tij, pér té harruar né dhembjen e dhémbit prej té cilit ka vuajtur, teté dité éshté marré me gjeometriné e lakores
cikloida. Atéheré, duke iu pérkushtuar matematikés, arriti té zgjidh problemin mé té¢ madh né lidhje me té. 1

gjithanshém, mbetet 1 pérgjithmonshém né botén e mendimit shkencor.
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3.2.2. BASHKESIA E NGJARJEVE TE RASTIT

NEé rastet kur fillimi i ngjarjeve jané me mundési té barabarta, do t€ flasim pér ngjarje me
mundési té barabarta (ngjarje pér fillimin e té cilave ekzistojné kushte té barabarta). Pér shembull, nése
zari éshté gjeometrikisht i rregullté dhe i béré prej materialit homogjen, ngjarjet paragitja e anés (fages)
me kété ose até numér té pikéve jané mundési té€ barabarta; gjithashtu gjaté hudhjes té monedhés
homogjene ngjarjet paraqgitja e stemés ose numrit jané mundési té barabarta. T¢€ pérmendim se ngjarjet:
paraqitia e anés me kété ose até numér té pikéve, paragitia e stemés ose numrit quliemyngjarje
elementare pér eksperimentin pérkatés. Bashkésia e t€ gjitha ngjarjeve elementare né né eksperiment
quhet bashkésia e ngjarjeve elementare té cilén e shénojmé me Q. Ngjarjet té cilat nuk’ mund
njékohésisht té realizohen themi se reciprokisht pérjashtohen (ngjarje disjunkte), Pér shembull, gjaté
hudhjes sé monedhés ngjarja paragitja e stemés e pérjashton ngjarjen paraqitia e numrityBkzistojné edhe
ngjarje té cilat reciprokisht nuk pérjashtohen. Pér shembull, gjaté nxjerrjes&e¢ dy biletave té lotarisé,
ngjarjet fitimi i biletés sé paré dhe fitimi i biletés té dyté nuk pérjashtehen.

Shembulli 1. Ta caktojmé bashkésiné e ngjarjeve elementare gjaté.hudhjes sé monedhés.

Zgjidhje. Monedha ka dy ané (faqe) té shénuara gne stemé dhe numér, domethéné bashkésia e
ngjarjeve elementare ésht€¢ Q= {s,;n}.=

Shembulli 2. Ta caktojmé bashkésiné e ngjarjeve elementare gjaté hudhjes sé dy zareve, i zi dhe i
bardhé.

Zgjidhje. E dijmé se ¢do ané e zafit @shté shépuar me pika prej 1 deri né 6. Nése me (a,0) e
shénojmé ngjarjen: né zarin e zi né aén (fagen)ie sipérme jané paraqitur a piké, kurse né zarin e
bardhé b piké, bashkésia e ngjarjeve elenjentare Q pérbéhet prej 36 ngjarjeve elementare g€ reciprokisht
pérjashtohen:

(1,18 (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6);
(2,10¥(2,2), (2,3), (24), (2,5), (2,6);
(3.1, 3,2), (3.3), 34, (3.5), (3,6);
4,1), (42), (4.3), 4.4), (4,5), (4.6);
(5,1), (5,2), (5.3), (5:4), (5,5), (5.6);
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6). =

Ngjagjet elementare, sikurse tregon edhe emri i tyre, nuk mund té sillen edhe né ngjarje mé té
thjeshita, por mé sé paku dy prej tyre mund té formohen ngjarje té pérbéra.

Me ngjarjet e rastit, t& lidhur pér eksperimentin e dhéné, mund té realizojmé operacione me
bashkési. Prandaj pér dy ngjarje rasti 4 dhe B mund t’i pérkufizojmé kéto relacione dhe operacione.
——————————————————————————————————————————————————————————————————————

Pérkufizimi 1. Nése gjaté ¢do paragqitjeje té ngjarjes A, paraqitet edhe ngjarja B, atéheré themi
se ngjarja A e térheq (implikon) ngjarjen B, ose B e pérmban A dhe e shénojméACB.




Pér shembull, né ekspesimentin hudhja e zarit le t€ jeté A ngjarja: paragitia e numrit 6, kurse B
ngjarja: paragitja e numrit ¢ift. Pasi 6 éshté numér ¢ift éshté e qarté se vlen relacioni ACB.
m

Pérkufizimi 2. Shuma e ngjarjeve A dhe B éshté ajo ngjarje e cila paragitet kur realizohet té
paktén njéra prej ngjarjeve A ose B, até e shénojmé me A+B ose A UB.

Pérkufizimi 3. Prodhimi i ngjarjeve A dhe B éshté ajo ngjarje e cila paragitet kur njékohésisht
realizohet ¢donjéra prej ngjarjeve A dhe B, até e shénojmé me A-B ose ANB.

Pérkufizimi 4. Ndryshimi i ngjarjeve A dhe B éshté ajo ngjarje e cila paragitet kur njékohésisht

realizohet ngjarja A dhe nuk realizohet ngjarja B, até e shénojmé me A\ B.

Té vérejmé se operacionet me ngjarjet e rastit vlejné edhe pér mé shumé se dy ngjarje.

»Shembulli 3. 7'i caktojmé shumén, prodhimin dhe ndryshimin e #gjarjeve. Agdhe B né
eksperimentin hudhja e zarit, nése A éshté ngjarja: paragitia e numrit té thjeshi, kurse B ngjarja:
paraqitja e numrit ¢ift,

Zgjidhje. Ngjarja 4 pérbehet prej ngjarjeve elementare {2,3,5)4 ndérsangjatja B pérbéhet prej
ngjarjeve elementare {2,4,6}, shuma e kétyre ngjarjeve do té jeté: 4AUB%{2,3,4,5,6}, prodhimi i kétyre
ngjarjeve do té jeté: AnNB={2}, kurse ndryshimi A\B i kétyre ngjarjeve do té jeté: A4\B={3,5}, ndérsa
ndryshimi: B\4={4,6}.»

Té vérejmé se pér eksperimentin e dhéné, nése Aéshts, ngjagje e rastit, atéheré ndryshimi Q\4

éshté ngjarje e kundért, té cilin do ta shénojmé me 4.

»Shembulli 4. Tre shenjtaré gjuajné #€ wjé cak. ke ¢ jeté A, ngjarja:shejtari i e géllon cakun,

peéri=123. Le té jeté B ngjarja: dy shejtaré e qéllgjné cakun, C ngjarja: té paktén njé shejtar e ka
gélluar cakun dhe D éshté ngjarja: veténdnjé shenjtar e ka gélluar cakun. T'i paragesim ngjarjet B,C dhe

D me ndihmén e ngjarjeve elementard, , (= 1,248).

Zgjidhje. Ngjarja B do t& thoté dy shefjtaré e kané qélluar cakun, pér shembull i pari dhe i dyti,
kurse i treti nuk e ka qélluarseakun;"gé e shénojmé me 4, - 4, Z; Neése i marrim parasysh edhe dy
mundésité tjera do t€ fitojnié:

B=A, A, A A Ay A+ A 14, A;..
Ngjarja C/do t€ thot€: caku éshté gélluar prej ¢farédo shenjtari, d.m.th.:
C=A,+A4,+ 4,
Ndérsa ngjarja D do té jeté:
D=Ay A, A A A, A A, A, Ay

Q€ t& mund ta caktojmé gjasén pér realizimin e njérés ngjarje té rastit €shté e nevojshme té
njihemi edhe me konceptin ngjarje e volitshme. Pér shembull, nése gjaté eksperimentit nxjerrim top prej
qeses sé padukshme me numér t€ barabarté té topave, prej té ciléve 5 jané té kuq kurse 4 té kaltér, topi i
nxjerré té jeté i kuq dhe me té vérteté nxjerrim top té kuq, ngjarja e rastit nxjerrja e topit té kug do té jeté
ngjarje e volitshme. Ndérsa ngjarja e rastit nxjerrja e topit té kaltér do té jeté ngjarje e pavolitshme pér

kété eksperiment.
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DETYRA

1. Cakto bashkésiné e ngjarjeve elementare né eksperimentin i cili pérbéhet prej hudhjes sé monedhés tri
~ heré larté. Cilat ngjarje elementare jané té volitshme pér ngjarjen 4: dy heré té paragitet stema, kurse njé
heré numri?

2. Njé monedhé dhe njé zar jané hudhur menjéheré. Cakto bashkésiné e ngjarjeve/elementare né
eksperiment?

3. Eshté realizuar eksperiment zgjedhja e dy numrave prej numrave 1,2,3 4,5, né kété.ményré: sé pari éshté
zgjedhur njé numér, kurse pastaj numri i dyté éshté zgjedhur prej katér té tjeréve. Cakto bashkésiné e
ngjarjeve elementare. Cilat prej tyre jané té volitshme pér ngjarjen: jané zgjedhuridy numra tek?

4. Eksperimenti i rastit éshté: njékohésisht nxjerrja e tre topave prej qesés sépadukshme. Né té ka 2 topa té
bardhé (b, b,), 2 t€ kuq (¢, ¢,) dhe njé té kaltér (k). Caktoji ngjarjet:

a) té tre topat jané me ngjyra té ndryshme,
b) prej tre topave, dy jané té kug.

5. Makina pér kontrollimin e rregullshmérisé sé prodhimeve éshté kontsruktuar ashtu qé né rastin e
parregullshmérisé s€ prodhimitt jep sinjal me z&. Kontrollohen3"prodhime, pérshkruaji ngjarjet:
A: vetém njé prodhim éshté né rregullé; B: tépakién njé prodhim éshté né rregullé;

C: sakté dy prodhime jané né rregullé; D:té pakién dy prodhime jané né rregullé.

6. Eksperimenti éshté: hudhja e zarit néflartési. Le té jeté ngjarja A: paragitja e numrit tek, kurse ngjarja B:
paragitia e numrit té plotépjesétuéshémae 3. Caktoji ngjarjet: £, AUB, AnBdhe AN B.

7. Hudhen njékohésisht dy zare. Ngjarja A led€ jeté: paragitjia e numrit ¢ift né té dy zaret; B:
shuma e numrave éshté 8; C*é dy\numrat jané té njéjté. Caktoji ngjarjet: 4, B, C,

ANB, ANC, BNC MNBQC, BUC ¢

8. Eksperimenti i rastit €shté: hudhja e zarit. Ngjarja A: paraqitja e numrit jo mé té vogél se 3 dhe garté jo
mé i madh $e 6, kurse ngjarja B: paraqitja e numrit mé té madh se 1 dhe jo mé i madh se 4. Cakto
ndryshimin e ngjarjeve 4 dhe B.

BERNULI, JAKOB (Bernoulli Jakob) (1654-1705) — profesor i matematikés né Bazel (Zvicér), njéri nga teté
matemadtikanét e familjes sé njohur Bernuli. Merret me ideté e reja né matematiké né kohén e vet. Jep kontribut t&
madhyné zhvillimin e njehsimit diferencial, ka merité t& madhe né themelimin e njehsimin e variacionit. Me
réndési & madhe éshté edhe kontributi i Jakobit né teoriné e gjasés. Né vitin 1689 e zbulon ligjin e numrave té
médhejé, té ashtuquajtur teorema e Bernulit. Punimet e tij nga kjo fushé jané vendosur né veprén Shkathtésia pér
té gélluar, t& botuar né vitin 1713, teté vjet para vdekjes sé tij. Ai &shté shembull mé karakteristik pér até se si
trashégimia dhe rrethi luajné rol t& madh dhe té barabarté né krijimin e personave gjenial.
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3.2.3. PERKUFIZIMI KLASIK I GJASES

Vérejtém se ngjarjet prej bashkésisé sé ngjarjeve elementare gjaté eksperimentit té dhéné j jané
veganérisht té mundshme tnjésoj té mundshme dhe l'CClpl'Oleht pérjashto-hen, por ¢ dljme edhe se 51

pérkufizim klasik per gjasén. Ajo éshté e gjasés pér realizimin e ngjarjes e cila caktohet e paré
dhe prandaj, sikurse tani theksuam, quhet gjasa a priori dhe paraqet paraardhése logjike! e
ngjarjeve nga jeta e pérditshme.

Pérkufizimi. Pér eksperimentin e dhéné, ku té gjitha ngjarjet ele

ngjarjeve elementare jané njésoj té mundshme, gjasa pér realizimin e ngjarjes het numri i cili
paraget raportin e numrit p prej ngjarjeve elementare té volitshme pér éné A dhe numrit n i
(¢ gjitha ngjarejve elementare prej bashkésisé sé ngjarjeve elementare.
pay=2
n

Pér gjasén e ngjarjes sé sigurté kur té gjitha ngjag
kemi p=n, pra P(Q)=1.

Pér gjasén e ngjarjes sé pamundshme,
pér ngjarjen A, kemi p = 0, pra P(&) = 0.

Pasi: 0 <p <n, pér gjasén e ngjarj

jané té volitshme pér ngjarjen 4,

arjeve elementare nuk éshté i volitshém

s€ rastitid vlen 0 < AA) <1.

T€ vérejmé edhe se pér gjasén jés sé kundért A , té ngjarjes 4 vlen P(Z y=1-P(A).

éshté gjasa e zarit té hudhur, e numéruar me pika prej 1 deri mé 6, té

, b) numér mé i vogél se 5, c) ¢farédo numér prej 1 deri mé 6,

a) Ngjarja 4 &éhté: paragqitja e numrit ¢ift. Ngjarje t& volitshme jané {2,4,6}, domethéné numri i tyre
éshté p=3, prandaj: P(4) =£- % ={).5
n

b) Ngjarja B &shté: paragitia e numrit mé té vogél se 5. Ngjarje té volitshme jané {1,2,3,4}, domethéné

numri i tyre &shté p =4, prandaj: P(B) S 0,6666...;
n

o |
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c¢) Ngjarja C éshté: paraqitja e ¢farédo numri prej 1 deri mé 6. Ngjarje té volitshme jané {1,2,3,4,5,6},
domethéné numri i tyre éshté p =n =6, prandaj kemi gjasé t€ ngjares s& sigurté, pérkatésisht: P (C)=1;
¢) Ngjarja G éshté: paragitia e numrit 10. Ajo €shté ngjarje e pamundshme, prandaj P(G)=0;

d) Ngjarja D éshté: nuk paragitet numri 4. Gjasa t€ paraqitet numri 4 éshté l , prandaj gjasa e ngjarjes sé
tij t€ kundért, ngjarja D éshté: P(D)=1- —=0,8333...

»Shembulli 3. Jané hudhur dy zare, té numéruara prej 1 deri mé 6. Sa éshté \gjasa se\do té
paragitet: a) shuma 8, kurse ndryshimi 4, b) shuma 5, kurse prodhimi 4.

Zgjidhje. Kétu numri i pérgjithshém i ngjarjeve elementare t€ bashkésis€ prej ngjarjeve
elementare &shté n =V (2= 6= 36, (pse!).

a) Numri i ngjarjeve elementare, t€ volitshme pér ngjarjen A: shuma 8, kurséndryshimi 4 do t&
jeté p =2 dhe ato jané ngjarjet: {(2,6),(6,2)}; prandaj gjasa e ngjarjes@€ kérkuar 4 do té jeté:

P(A)=— D s =0,0555...
36 18

b) Numri i ngjarjeve elementare, t& volitshme pér mgjarjen B: shuma 5, kurse prodhimi 4 €shté
gjithashtu p =2 dhe ato jané ngjarjet: {(1,4),(4,1)}; gjasa e ngjarjes s€ kérkuar B do té jeté numér i njéjté:

P(B)= —2- = "l— = 00533, . "

»Shembulli 4. Né njé kuti ka 15 senée té njéllojta sipas formés dhe madhésisé, prej té ciléve 10
té ngjyrosura. Prej kutisé me zgjedhje rasti nxjervim tri sende. Sa éshté gjasa se té gjitha sendet e nxjerra
do té jené té ngjyrosura?

Zgjidhje. Kétu ngjarja 4 éshté;, gané nxjerré tri sende té ngjyrosura. Numri i pérgjithshém i
ngjarjeve elementare éshté i barabarté me'numirin e kombinacioneve prej klasés 3-1€ pa pérséritje prej 15
elemente, d.m.th. n= C,;* = #55,Nuniri i ngjarjeve elementare & volitshme pér ngjarjen 4 do té jeté p =
C,s’ = 120. Prandaj gjasale ngj arjes sé Kérkuar éshté:

2
P(A) = C‘“ 2itl 2 et
¢

455 91

Ta _kryejmé temén, né pjesén pér gjasén tani i kemi njohurité fillestare, me problemin té

parashtruér né fillim shembulli 1 prej 3.2.1
‘SShembulli 5. Problemi i De Merit.

Zgjidhje. Shuma e anés (fages) sé sipérme té tre zareve t€ hudhura mund t€ jeté njéri prej
numrdve prej 3 deri mé 18 dhe po ashtu i kemi kéto mundési pét té fituar shumén 11 dhe 12:
NLL = 6Ha+] = 6+342 = 5+4+2 = S+5+1 = 4+4+3 = 34345,
12 = 6+5+1 = 6+4+2 = 5+443 = 6+3+3 = 5+5+2 = 4+4+4.
Rezultati té tre mbledhésat jané té ndryshém, mund té paragitet né 3!=6 ményra té ndryshme.
Rezultati dy mbledhésa jané té barabarté, mund té paragitet né 3 ményra.
Rezultati té tre mbledhésat jané té barabarté, mund t€ paraqgitet vetém né njé meényré.
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Prandaj:
Shuma 11 fitohet n€ 3! +3!+3!+3+3+3=6+6+6+3 +3 + 3 =27 ményra,
Shuma 12 fitohet né 3! + 3! +3!+3+3+1=6+6+ 6+ 3 +3 + | =25 ményra.
Por pasi numri i t€ gjitha ngjarjeve elementare té mundshme jané variacione me pérséritje prej ente

té klasés treté, numri i té cilave éshté ¥ @ = 6* = 216, pér gjasén kemi:

P(1) =%=0,]25AP(12}=§6=0,115?4 :

Domethéné De Meri me té drejté ka vérejtur se né lojé gjaté hudhjes té pérnj
shuma 11 fitohet mé shpesh se sa shuma 12, por pse éshté kjo késhtu éshté pér
té cilit, kuptohet me shenja bashkékohore matematikore, e prezentojmé né

DETYRA

1. Rastésisht éshté zgjedhur numér natyror jo mé i madh se 10
thjeshté.

2. Monedha éshté hudhur tri heré. Pércaktoje gjasén té i mri sakté dy heré.

3. Caktoje gjasén numri natyror rastésisht i zgjédhur, i cili nuk éshté mé i madh se 100, & jeté fuqi me
tregues mé t€ madh se 1 t€ ndonjé numri or.

t€ jene me ngjyré té njéjteé?

10. N& njé kuti ka 3 topa té bardhé, 7 t&é kuq dhe 8 té kaltér. Sa éshté gjasa gjaté nxjerrjes sé pérnjéhershme té
dy topave njéri té jeté i bardhé, kurse tjetri i kuq?
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3. DETYRA PER PERSERITJE DHE PERFORCIM

Me induksion matematikor vérteto se vien:

2 2
La)l+5+9+  +@-3)=n@n-1), b)P+2+P+P+ . +pp= "D

2. a)9|(7"+3n+8), b) 5| (n°—n).

3. 3"=2n+1, n=l. :
4. Njehso: ?'[6 4) 8[3—2] V
8 6 o 7 -

5. Zgjidhi barazimet: a) -9, b) (x+1)!=132.
(" 1)' (x-1)!
6. Thieshtoji thycsat: a) — BN L L GV}
1)t (n+2)!
. 6) (6 w m "
7. Njehso: a)( J+( } b) ; )
2 4

Zgjidhi barazimet:

x+1
o )()rass o {7 &
2
9. V2 +CHl =14(x+1).
10. 9¥V2=5 725
11.  Sanumra natyror%hc_] se 4000 mund té shkruash prej shifrave 2,3,5,6 nése nuk

12.

i radhisish 6 njeréz: a) né njé bangg, b) né tavoliné té rrumbullakét?

13. a,té ndryshme mund té plotésosh fleté pér prognozé sportive nése ka 12

14. a stacione hekurudhore ka né njé hekurudhé nése pér udhétime té ndryshme ekzistojné
552 bileta té ndryshme?

15.  Jané dhéné 9 pika né hapésiré, prej té cilave asnjéra prej 3 nuk i takojné drejtézés sé njéjté
dhe asnjé prej 4 nuk jané né rrafshin e njéjté. Pércaktoje numrin e: a) drejtézave, b)
trekéndéshave, c) tetraedrave té cilét mund t’i formosh prej pikave t€ dhéna.
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16.

17.
18.

19,

20.

21.

22.
23.

24,

25.

26.

Teté nxénés kualifikohen pér pjesémarrje né kuizin e shkollés. Né sa ményra mund té formosh ekip
dyanétaréshe: t€ paré, té dyté, té treté dhe té katért prej teté nxénés?

Shkruaje né formén e zbérthyer fuqiné(2a + 3b)°.
Cili &shté anétari i teté né zbérthimin e binomit (2v/x — xv/8)'°.

16
Caktoje anétarin e mesém né zbérthimin e binomit (l ~Jx ] .
X

_ 5
Caktoje até anétar né zbérthimin e binomit (J; + ) icili nuk e pérmban x. 4

1
e
Né ashensorin e ndértesés pesékatéshe hyjné 3 persona. Cdonjéri prej tyre del né efarédodkat (duke filluar
prej té parit) me gjasé té barabarté. Njehso sa éshté gjasa:

a) t€ gjithé té dalin né katin e treté;
b) té gjithé té dalin njékohésisht;

c) t€ gjithé té dalin né kate té ndryshme.

Prej shpilit prej 52 letra rastésisht jané térhequr dygetra. Caktoje gjasén ato té jené néntéshe dhe dhjetéshe.

Né njé ené gjenden 9 topa té bardhé, § t& kugfdhe'7. té kal{8. Sa éshté gjasa njékohésisht té€ mos térheqésh
2 topa té kaltér?

Ke pesé segmente me gjatési prej@ 2,45(7,9 ajjési. Caktoje gjasén prej tri segmenteve rastésisht té
zgjedhura se do t&€ mund té konstruktosh trekéndésh.

Studenti ka ardh né provimeduke 1 @itur,85 prej 100 pyetjeve. Né provim ka marré fletén me tri pyetje.
Cakto gjasén se studenti (do t’i@ifi té tri pyetjet.

Gjaté gjuajties mé pushké frekienca relative pér té gélluar cakun éshté 0,90. Caktoje numrin e té
gélluarave nése €shté gjuajtur 230 heré né cakun?

KOLMQCORQV;_ ANDREJ NIKOLAEVIC (1903-1987) — matematikan, akademik rus

Fushawe interesit shkencor e Kolmogorovit pérfshin shumé fusha té matematikés dhe ai ka botuar vepra
prej té gjitha atyreve. Megjithaté, kontributi i tij mé i madh &shté né teoriné e gjasés, ai ka arritur té
zgjidh shumé probleme nga kjo fushé dhe té kontsrukton bazé aksiomatike té teorisé sé gjasés. Té
njohura”jané ligjet e Kolmogorovit pér numrat e médhej dhe testet pér hipotezat statistike. Kéto
probleme, té dalura nga jeta e pérditshme i ka pérpunuar dhe zgjidhur, kurse mé voné i boton né
veprén Konceptet themelore té teorisé sé gjasés, 1933. Si krijues dhe pedagog ai ngel i shénuar né
analet e matematikés bashkékohore.
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NATYRA. JETA. MATEMATIKA. 4.

Orbiting object

¢ — Clrcular
central orbit
body

Elliptical orbit

Orbitat giellore Ta dégjojmé Gj

Gjithésia éshté shumé e madhe, hapsériré e pafundme, e cila

mregullté, kryhet sipas shtigjeve-trajektoreve sakté té caktuara,
ligieve planetare, kurse pér hapésirat mé larg nesh sipas
satelitét, asteroidét, kometat, meteorét, maglinét etj.

Nxitje, gjithqysh’
Trajektoret e trupave giellor do t'i

qyrtojméné kété temé, ato jané lakoret e rendit t& dyté-prerjet konike:

ari né temén g€ vijon, gjeometria analitike, do t€ béhet fjalé pér

qé vijon .

gif€zén e shkruajmé né formén kanonike: y = x+20, prej ku k=1, n=20 (k-koeficienti i drejtimit,
qé drejtéza e prené prej boshtit y); kété e din€ prej mé paré.
Nése té dhénat e fituara i zévéndésojmé pér prekjen e elipsés me drejtézén: a* K+ b* - n*=0, do té fitojmé: 20-1 + 8

- 400 < 0 (#0). Pérfundojmé se drejtéza nuk ka pika té pérbashkéta me elipsén, d.m.th. éshté jashté prej elipsés..
Ura! Nuk ka goditje!

n-segmentin

Pérgjigjet e pyetjeve, qé sigurisht i ke, (kétu ka shumé puné té reja pér ty), do t’i gjesh pérmes pérmbajtjeve
qé€ vijojné.
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4

GJEOMETRIA ANALITIKE

Gjeometria analitike éshté pjesé e matematikés e cila i studion figuratydheypoZitén reciproke té
tyre me ndihmén e metodave algjebrike.

Dy detyrat themelore té gjeometrisé analitike jané:

a) nése éshté dhéné bashkésia e pikave né rrafsh ose hlipésirété pérkufizuar me njé numér té
caktuar té vetive, té¢ formohet barazimi i saj.
b) nése éshté dhéné barazimi i cili si ndryshore i pérmban'k@ordinatat e pikave, té caktohet
bashkésia e pikave dhe té konstruktohetsgrafiku 1'§aj.
Me detyrén e dyté je njohur né vitet paraprake gjaté té mésuarit e barazimit linear dhe katror.

Késhtu pér shembull, tani mé e diné se mfie barazitin y = ax+ b éshté pércaktuar funksioni linear
grafiku i t€ cilit éshté drejtéz né rrafshfkurs¢'me barazimin y = ax® éshté pércaktuar funksion katror

grafiku i t€ cilit éshté parabolé me kulm n&\fillimin e koordinatave kurse éshté simetrike né lidhje me
boshtin y.

dyté (vija rrethore, elipsa, hiperbola dhe parabola) né bazé té vetive té tyre gjeometrike, duke i shfrytézuar
poashtu lidhjet themélore ndérmjet algjebrés dhe gjeometrisé té paraqitura né kété tabelé:

algjebrike
1. (x,y) ¢iftid'radhitur i numrave realé.
2 Barazimillinear ose katror me dy ndryshore

gjeometrike

1. Pika me koordinata x dhe y

2. Drejtéza ose lakorja prej rendit té dyté si
bashkési e pikave (V.GJ.P)
3. Pika T me koordinata (x,y) shtrihet né drej-

3. Cifti i radhitur (x,y) numerikisht ¢ kénaqgin

barazimin linear ose katror me dy ndryshore

téz ose lakore e rendit té dyté

4. Zgjidhja e sistemit prej dy barazimeve
lineare ose katrore me dy té panjohura ose njé

barazim linear dhe njé katror

4. Prerja e dy drejtézave ose dy lakoreve té ren-
dit té dyté ose drejtézés dhe lakores té rendit té
dyté né rrafsh

159



4.1. KOORDINATAT E PIKES DHE VEKTORI
NI SISTEMIN KENDDREJTE KOORDINATIV.

4.1.1. SISTEMI KENDDREJTE KOORDINATIV

1. Pér zbatimin e matematikés né disiplinat e ndryshme ka nevojé boshtin numerik dhe sistemin
kénddrejté koordinativ t’i pérkufizojmé me ndihmén e vektoréve. Pér kété qéllim shkurtimisht do té
pérkujtohemi né disa veti té vektoréve té cilat i ke té njohura nga viti i paré.

Prodhimi i vektorit & me skalar k éshté vektor b =k-a i cili éshté kolinear me vektorin \d@ , ka
giatési [p| =[K]-Ja

, dhe éshté me kahe té njéjté me a nése k >0 kurse me kahe té kundért nése £<0 .

Prej kétu drejtpérdrejt vijon ky gjykim: raporti i dy vektoréve kolineard dhe b Eshfé numér real
k, pozitiv ose negativ varésisht prej asaj a jané a dhe b me kahe té njéjté oSe\té kiindeért, kurse viera
absolute éshté e barabarté me raportin prej gjatésive té vektoréve G dhe@"bwDometh@né, nése a dhe

b jané vektoré kolinear, atéheré vlen:

" =k; 2° k>0 nése @ddhe b jané me kahe té njé;jté,

&
/ F dhe k <Onése @ dhed me kahe t& kundért; 3°

Né fig.1 jané pardgitur vektorét kolinear AB, CD, EF dhe pér
£ ato vlen:

d
g=|k|.

A D
£>0, i_.{i«:{), 2-40
fig.1 EF CD EF

Vektori me gjatési njé quhet vektor njési ose ort.
NEé pajtim me gjykimet e Sipertue, nése” é €shté vektor njési i cili éshté kolinear me vektorin a,
atéheré:

d=|d|-é nése gedhe a Jamdme kahe € njéjté dhe G=-|a|-¢ nése é dhe a jané me kahe té

kundérta.

Pérkufizimi 1. Drejtéza [ né té cilén éshté zgjedh

pika fillestare ©. dhe véktor njési i e quajmé bosht ose = o= i, i}
sistem lirear koordinativ, dhe e shénojmé me ( O,;") ose 0 [
Ol (ﬁgl}; fig.2

e —————————————

Pérkufizimi 2. Madhésia algjebrike e vekiorit AB, i cili shtrihet né boshtin (O,i)ose éshté

kolinear me té, éshté i barabarté me raportin e vektorit AB dhe vektorit njési i té boshtit dhe e shénojmé
me AB. Domethéné

|5l

AB="—. (1

-
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Pasi A—B:-'E'-f ose E=-—|§§'-f,vijon

B=24 =i|IB’| @)

— AB
i
qé do té thoté se, madhésia algjebrike e vektorit &shté numér i barabarté me gjatésiné e vektorit t€ marré

me shenjén ,,+ " ose ,,- ", varésisht prej asaj vektori a ka kahe té njéjté ose té kundért me vektorin njési té
boshtit.

Le té jeté M ¢farédo piké e boshtit (0,7 (fig.3)

Domethéné, nése O
i koordinata e M, qé simbolikish

0';;,'_:,;!—7 M (x) dhe poashtu vle

OM =x-1 3)

fig.3

Ndérmjet numrave realé dhe pikave prej boshtit ( hogérim t€ ndérsjellté. Cdo pike

M € (0,i) i pérgjigjet vektor i vetém OM prandaj tém real x i cili éshté koordinaté pér M

—

dhe, anasjelltas, ¢do numri real i pérgjigjet vektofi veté M =x-i, prandaj edhe pika e vetme M(x)

e boshtit e cila éshté pasqyré e atij numri.

Le té jeté A(x;) dhe B(x,)d
dhe gjatésiné e vektorit 4B népérmjet koordinatave té pikave té skajshme.

NE pajtim me rregullé n e vektoréve, kemi:

OB=04+4B < AB=0B-0A,

por, 5§=x2—f, mzx, - , pra fitojmé

AB-i =xy-i —x i =(x,—x)-1
4 prej ku vijon
AB=x, —x, (4)
omethéné, madhésia algjebrike e vektorit ABe (0,1) éshté e barabarté me ndryshimin e

koordinatave té pikés sé mbarimit dhe té fillimit.
Pér gjatésiné e vektorit AB, prej (2) dhe (4), fitojmé:

[48| = 4B =[x, - x| (5)
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Por, numri |E| njékohésisht e paraqet edhe largésiné d(4, B) ndérmjet pikave A(x,) dhe B(x,), pra

kemi:
d(4,B)= |Eé‘ =y x| 6)

» Shembulli 1. Ta caktojmé madhésiné algjebrike dhe gjatésiné e vektorit
AB[A(3), B(-5)]€ (O,1).
Zgjidhje. Né pajtim me formulén (4), madhésia algjebrike éshté: AB =(-5)-3 =48, kurséprej
(5) pér gjatésiné kemi IA_é[ =[4B|=|-§=8 »

2. Pérkufizimi 4. Bashkésia e dy boshteve reciprokisht normale Ox= (04) dhey=(0,)), ku
i dhe | jané vektor njési i boshteve, paraqet sistem kénddrejté koordinativiné rrafsh. E shénojmé me

(0,i,7) ose xOy. Pika O éshté fillimi i koordinatave, (O,i) boshti i abshiséy kurse (O, j)boshti i
ordinaftés.

Y

Le t& jeté M(x,y) cfarédo piké né rrafsh me sistem té
zgjedhur koordinativyxOp, (fig.5).

——————————————————————————————————————————
5 Pérkufizimi 5. Vektori OM , fillimi i té cilit éshté né fillimin e
koordin@tave, kurse ‘mbarimi né pikén M, quhet rreze vektor pér
pikén M dhe zakonisht e shénojmé me r,, ose vetém me r .

fig.5 — . : ;
& Tt caktojmé koordinatat e vektorit OM né lidhje me sistemin

koordinativ (0,1, 7).
Le té jené M, (dhe Maprojeksionet ortogonale té pikés M e boshtit Ox dhe Oy, pérkatésisht.
Atéheré OM, dhe OM, jané projeksionet ortogonale i€ vektorit OM né boshtet Ox dhe Oy. Prej fig.5

shikojmé se

—_— — —

Le té j8té OMw=x, OM, =y, atéheré OM, =x-i , OM, =y ], pra prej barasisé sé fundit fitojmé:
OM=x-i+y-]. (7)
edhe'né kété rast themi se rreze vektori OM é&shté zbérthye sipas vektoréve njési i dhej.
Numrat realé x dhe y jané koordinata té rreze vektorit OM , dhe shkruajmé
OM = (x,9).
Por, koordinatat x dhe y jané njékohésisht edhe koordinata t& pikés M, pra vijon: koordinatat e

rreze vektorit OM jané té barabarta me koordinatat e pikés sé skajshme M.
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Vektorét x-i dhe y-;j i quajmé komponenta té vektorit QM né drejtim t&é boshteve
koordinative Ox dhe Oy, pérkatésisht, kurse shénimin (7) e quajmeé zbérthimi i vektorit oM sipas
komponentave.

» Shembull 2. T'i caktojmé koordinatat e rreze vektorit pér pikén M(-3,5), dhe ta paragesim

sipas komponentave (é tij.
Zgjidhje. Koordinatat e rreze vektorit OM jané:x=-3, y=5 d.m.th. OM =(-3,5), pori

paragitur sipas komponentave éshté: OM =(-3)i +5; =
Ti caktojmé tani koordinatat e ¢farédo vektori né lidhje me sistemin koordinativ (0,

’ o Le t& jeté dhéné vektori 4B me ko rWikave 1
skajshme: A(x,,y,), B(x,,y,)(fig.6). Kooxdinat, le té jené
(x,»), d.m.th.
' AB=xi +yj
Pér rreze vektorét 7, dhe 7, t€ pika e B, né pajtim me (7),

d.m.th.

Vijon
(8)

d.m.th.

ZE:(xz =X, ¥, = ))

Domethéné ektorit t€ dhéné me koordinatat e pikave té skajshme, i fitojmé kur

prej koordinatave té ajshme i zbresim koordinatat pérkatése té pikés sé fillimit.

oordma
bikés sé

zero vektor té dy koordinatat jané zero, d.m.th.
0=(0,0)=0-i +0-

Shembulli 3. T’i caktojmé koordinatat dhe komponentat e vektoréve pér vektorin
AB[A(%0), B(3,2)].
Zgjidhje. Pér koordinatat e dhéna té pikave x, =5, y, =1; x, =3, y, =2 , koordinatat e
vektorit jané: x=3—(-5)=8, y=2-1=1, kurse vektorét e komponentave jané 8/ dhe ;. Domethéné,

AB=(8,]) osei zbérthyer sipas komponentave: AB=8; + j =
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> Shembulli 4. T’i caktojmé koordinatat e vektoréve njési i dhe J .
Zgjidhje. Vektori njési 7 = O_E; éshté rreze vektor pér pikén E,(1,0), kurse vektori njési
J= O_Ez. éshté rreze vektor pér pikén £,(0,1), pra vijon _
i =(1,0), j=(0,]) d.m.th. i=1-i+0-5, j=0-i+1-j =

DETYRA

5 5 )
1. Né boshtin (O, i) kontsruktoji pikat A(2), B(=3) dhe C (~E) kurse pastaj pércaktoje madhgsiné algjebrike

té vektoréve aﬁﬁ dhe CTC:

2. Jané dhéné pikat M, (1) dhe M,(6). Caktoje madhésiné algjebrike t€ vektorit W .

3. NE boshtin numerik konstrukto piké simetrike té pikés M(4) né lidhje me pikén e £illimitO.

4. Cilat jané koordinatat e rreze vektoréve a : (TB : a’.{' dhe 55 , nése pikat A,B,C dhé D kan€ koordinata: 4(0,1),
B(-2,-7), C(-4,5), D(-8,0) dhe O(0,0).

5. Cilat jané koordinatat e pikave A, B, C, dhe D, nése rreze vektorét e tyre jangé: & =(1,-2), Eé =(0,7),

O_C: =(-2,0) dhe 5}3 =(-3,-4), pérkatésisht,

6. Konstrukto rreze vektorét: 62 =(2,0), 5§ =(0,2), CTC. =(1,1), b_lj = (-1,5) né rrafshin koordinativ xOy.

7. Caktoji komponentat e vektoréve: a) @=5i =97 b) b=-Ti e)'c 2%}

8. Caktoji koordinatat e vektoréve: a) d=—4i +87 b) b=T +j ¢) ¢=-5]
9. Pika e fillimit té vektorit @ éshté A. Caktojidkoordinatat e pikés sé skajshme B nése éshté:
a) A(0,0), a=(-2,1) b)A(-1,5), a=(1,-3) c) ARQ.7), a=(-2,-5) .

4.1.2. OPERACIONE ME VEKTORE/TE DHENE ME
KOORDINATAT NE:SISTEMIN KOORDINATIV

Operacionet mbledhje't vektoréve, zbritje t& vektoréve, shumézim t€ vektorit me numér si edhe
relacionet pér barazindhe kolinearitet té vektoréve tani mé i ke t€ njohur nga piképamja gjeometrike. Nése
vektorét jané dhéné me koordinatat e tyre atéheré operacionet dhe relacionet ndérmjet tyre kryhen né bazé

t€ kétyre teoremave:

Teorema 1. Vektorét a=(x,,y,) dhe b =(x,,y,) jané té barabarté nése dhe vetém nése i

kané koordinatat pérkatése té barabarta, dm.th. a=b & x,=x, A ¥, =y, .

Teorema 2. Koordinatat e shumés dhe ndryshimit té vektoréve a =(x,,y,) dhe b= (x5, 5)

jané té barabarté me shumén ose ndryshimin e koordinatave pérkatése té vektoréve a dhe b,
dmth. da+b=0q+x,)i +(+»,)Jj
a-b= (xl ~x1)'?+()/1 -y,)J
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» Shembulli 1. T"i caktojmé koordinatat e shumés dhe ndryshimit té vektoréve
a=(5,-3)dhe b = (-2,-4).
Zgjidhje. Duke zévéndésuar koordinatat e vektoréve té dhéné né formulat pér shumén dhe
ndryshimin kemi:
a+b=(52)7 +(-34) j=3i-7j dmth. ¢=(3-7);
a-b=(5-(-2)) T +(3-(-4)) j=7i+1] dm.th ¢=(7,1)

Teorema 3. Vektori a=(x,y,) shumézohet me numrin k nése ¢do koordinaté e vekitorit

shumézohet me numrin k, d.m.th.
k-d=k-(x,0)=(kx,ky) ose k-(xi+y7)= ko + By j

» Shembulli 2. Eshté dhéné vektori =87 -3 j . T'i caktojmé koordifidtase vekidfit b =5a.
Zgjidhje. N&é baze té teoremes 4 té shprehur fitoj me
b=5a= 5(8i -3 j )=407-15j ose _(40_,-15_). .

DETYRA

I Jané dhéné vektorét: a=5i-9j; b=-7i: E=? ',: Provo a Vlejné barasité:
a)a+b=b+a b) (a+b)+c =a+(b +)
2. Jané dhéné vektorét: a=-4i +54,Jr b— i +] e=01 5} Cakto vektorin @ +b —¢ .
3. Caktoji numrat m dhe n, nése cl:het se:
a)8i +10)r mi +(2n+m) _;_, b)m; .nj =(n+2) i +(2m- l)JF
4. Jané dhéné vektorét: a =(8, 3) dhe b =(1.-8). Caktoji koordinatat e vektorit c ; + b dhe ;2; = S -b.
5. Caktoji koordinatat e vekton‘t a ,nése G+b = 0 dhe b (17,-2).
6. Jané dhéné vektm'et a =3,-4 b ( | 2) dhe ¢ —{5 3). Caktoji koordinatat e vektoréve:
a)3a+2b 5c b)za 3b+c.
7. Jané diéné vektoret a =(3,-2) dhe E =(-4,6). Caktoji vektorét or dhe fashtu qé & .:I+ p 5 +10 )= 6 .

8. Caktoji koordinatat e vektorit, i cili éshté i barabarté me prodhimin e numrit 6 dhe té vektorit a =(2,—l ).
3

B e B ST —— T e —————
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4.1.3. LARGESIA NDERMJET DY PIKAVE

Né rrafsh me sistem koordinativ té zgjedhur (0,i,/) le t& jené dhéné pikat A(x,,y,) dhe
B(x,,y,)(fig.1). Déshirojmé ta caktojmé largésin€ d ndérmjet pikave A4 dhe B. Pasi largésia d éshté e

barabarté me gjatésiné (modulin) e vektorit 4B :

d= ‘Zé|
duhet né realitet ta caktojmé gjatésiné e vektorit AB = (x,v). Q
Prej trekéndéshit kénddrejté ACB

ig.1), n
| teoremén e Pitagorés, kemi:
e ; IAB’ |AC‘|

(xz_xi)l +(P1‘Y|)2 . (2)

=]
=
=
=
)
<
@
(®)
(=N
a
)
@
e,
£
(1
(=
o
=
=
(¢]
=
=
4]
g
=
9]
©
=
—
[¢]
9]

Vecanérisht, pér largésiné d prej filli
barabarté me gjatésiné e rreze vekt

éné vektori E[A(Eu,S), B(-1,2)]. T'i caktojmé koordinatat e vektorit,
atésiné e tij.
=3, =5 x,=-1y,=2, fitojmé

AB=(-1-3)i +(2-5)j =—4i -3] dmth. AB=(-4,-3),

vektorit éshté: |}Eé]=,/(—4)2 +(-32 =5

» S8hembulli 2. Ta caktojmé largésiné ndérmjet pikave A(5,6) dhe B(9,3).

Zgjidhje. Me zbatim té drejtpérdrejt 1€ formulés pér largésiné fitojme:
d=+9-5+(3-6)* = /16 +9 =
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» Shembulli 3. T¢ provojmé se trekéndéshi me kulmet A(0,0), B(-2,-2) dhe C(-1,1) a éshté
drejtkéndésh?

Zgjidhje. S€ pari do t'i caktojmé gjatésité e brinjéve, pra nése pér numrat e fituar vlen teorema e
Pitagorés, atéheré trekéndéshi ABC éshté kénddrejté. Kemi:

AB= /(2% +(-2) = J4+4=242
AC =) + 1> =T+1=42
BC=+/(-1+2)* +(1+2)* =4/1+9 =410,
Pasi AB +AC =(242)’ +(J2)*=8+2=10=BC_, trekéndéshi &shté kénddrejts.

fig.2

Zgjidhje. QendraS(x,y) e vijés rrethore té jashtéshkruar rreth trekéndéshit éshté njélloj e larguar
prej kulmeve té trekéndéshit; d.m.th, S4=SB =SC = R (R — rrezja e vijés rrethore). Pasi

+y2+4y+4=,jx2 —10x+25+y2+2y+1

o
Ox+25+ > +2y+1 =\/x2 +6x+9+y* =10y +25

4y +d4x+4y+8=x"+ > —10x+2y+26 {7x+y=9

X +y"=10x+2y+26=x"+y* +6x—10y+34 —-8x+6y=4

zgjidhja e té cilit €shté x = 1, y = 2, pra S(1,2). Rrezen do ta caktojmé si largési prej qendrés S deri te
cilido kulm i AABC, dm.th. R= 84 =/(1+2)* +(2+2)*= 0+16=5. =
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DETYRA

)
2)
3)
4)

5)

6)
7

8)

Cakto largésiné ndérmjet pikave:

a) 4,(4,8) dhe 4,(7,4); b) M(2,-1) dhe N(-1,4);  c¢) P(0,3) dhe Q(4,0).

Caktoji gjatésité e brinjéve té trekéndéshit ABC kulmet e té cilit jané né pikat A(6,3),

B (-2,9), C(3,-3).

Prej té gjitha pikave té cilat prej pikés A(10,6) jané né largési 5 njési, caktoje até ordinata e sé€ cilés éshté 2..
Pika M€ y-boshti. Caktoji koordinatat e pikés M nése éshté njélloj e larguar prej pikave 4(5, —1)dhe C(=3,5).
Vérteto se nuk ekziston piké qé éshté njélloj e larguar prej pikave A(-5,5), B(2,5) dhe C(7,5). Cka mund té
thuhet pér pozitén reciproke té atyre pikave?

Jané dhéné koordinatat e dy kulmeve t€ katrorit ABCD; A(-3,2), B(-6,2). Caktoji koordinatat e dy kulmeve tjeré.
Caktoji gjatésité e brinjéve dhe gjatésité e diagonaleve té katérkéndéshit kulmet efte cilit janéxA(-5,0), B(-7,2),
C(7,3), D(5,-7).

Provo se katérkéndéshi kulmet e té cilit jané pikat;

a) A(1,3), B(2,1), C(5,2), D(4,4);

b) A(l,1), B(6,1), C(5,4), D(2,4);

c) A(ab), B(b,a), C(-a,b), D(b,-a) €shté paralelogram.

e —

4.1.4. Ndarja e segmentit né raport té dhéné

Prej gjeometrisé e ke t&€ njohur se pikaM e cilajshtrihet né segmentin 4B, e ndan até né njélloj

raporti k =m:n (k #—1), pérkatésisht vién barasia®

AMAMB =k .

Poashtu nése pika M éshté ndérmjet pikave.d dhe B, ndarja éshté e brendshme, por nése pika M éshté né

vazhdim té segmentit AB ndafjaéshté e jashtme (fig.1).

Kétu e parashtrojme kété detyré: jané dhéné koordinatat e pikave té skajshme té segmentit

AB[A(x,,1),B(x,,),)], t'i calfojmelkoordinatat e pikés M(x,y)€ ABe cila e ndan segmentin AB né raport
té dhéné k=m: ng

Do t’i caktojmé koordinatat x dhe y té pikés M prej kushtit
AM =k-MB (k#-1) (1)
Pér kété qéllim, i shprehim vektorét AM dhe MB me rreze vektorét e
pikave 4,M dhe B. Prej fig. 1 kemi:

y.

AM =0M —-0A, MB=0B-0M )
_ Prcj barasive (1) dhe (2) ftijC
of i * OM -0A=k(OB-OM) & OM+k-OM =0A+k-OB prej ku
—— OA+k-OB
OM=—————— 3
fig.1 Tk 3)

Nése né (3) rreze vektorét i zévendésojmé me koordinatat e tyre:
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né bazé té teoremave pér operacione me vektoré, fitojmé:

__meh, ik @
1+k ° 1+k

Neése pika M €shté mesi i segmentit 4B, atéheré k =1, pra prej (4) fitojmé

5t o Wty )
X 5 g > (5)

Formulén (4) e fitojmé duke marré se M éshté pika e brendshme pér segmentin AB. Pasi né kété
rast vektorét AM dhe MB jané me kahe t& nj&jté prej (1) vijon se & >0 . Nése tafii M, S8hté g€ vazhdim
t€ segmentit 4B, at€heré AM, dhe M, B jané me kahe t€ kundért, pra k <0 .

» Shembulli 1. 7"i caktojmé koordinatat e pikés M e cila segmentin AB[(1,3), B(4,6)] e ndan né
raport 2:3.

Zgjidhje. Kétu éshté k= % , pra duke e zbatuar formulén (4) fitojmé

2 2
1+—-4 1+—-6
11 f)
= 32 :?, ) 2 32 =-1—S§.Domcthéné M(g,E).-
I+= 1R 2
3 3

» Shembulli 2. T"i caktojmé kdordingtat e pikés M e cila segmentin AB[A(-3,1),B(2,5)] e ndan
né raport k=-3.

Zgjidhje. Pasi k = -37=°0, ndarjaéshté e jashtme. Prej formulés (4) kemi

IR g ~3.5 - 9
= 3-3 2-‘- =—, y:_l_s_sz .I.._._l_s..:'}' Domethéné’ M(—,7)-
d=3 —2 2 1-3 =2 2

: _ . 15
» Shembulli 3:.Pika M(Z,E), e ndan segmentin AB né raport 1:3. Ta caktojmé gjatésiné e
segmentitd B, nése A(2,3).

Zgjidhje. Prej kushtit té detyrés kemi k = % Duhet t’i gjejmé koordinatat e pikés B. Kemi:

2+1 X 6
g 2 4%
1 3 o 2

1
4 1+§ 4 4 ? L 4

& y,=1,dm.th. B(-5,).

=
|
]
(VY
SRR
1l
|
(SR

Giatésia e segmentit 4B do té jeté AB =+/(=5—2)? +(1-3)? =+/49+ 4 =/53 =
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» Shembulli 4. Jané dhéné tre kulme té paralelogramit ABCD: A(4,-1), B(2,3) dhe C(0,5). Ta
caktojmé kulmin e katért D.

y 3
& Zgjidhje. Kulmi D le té jeté me koordinata D(x,,y,). S€ pari do ta
caktojmé mesin M(x,y,) t€ diagonales AC (fig.2): x,= %E = 2 dhe

_—1+5

&

= 2. Domethéné S(2,2).

o

Por, pika M éshté pika e mesme e diagonales BD (pse?), pra vien:
2+x, o x,=2, 2= 3+y,

fig.2 2= & y, 1. Demethégné D(2,1). =

» Shembulli 5. Té vértetojmé se koordinatat e pikés sé réndimit T(x,,y,) t€ AABC
[A(x,, ), B(x5, ¥,), C(x3, ¥3) ], caktohen me formulat:

XXX Nty
' ”'_'3— 3 t _—3_ . J)
A1)
Zgjidhje. Koordinatat e mesit S(x,,y,) t& brinjes BC X3)
jané: ; S
X, =£L;r_x y, :yz_;yB_ N Beuy)
. - . - . . » O F - x
E kemi té njohur se pika e réndimit 7'(x,,,)e ndan Segmentin e
réndimit AS né raport 2 :1, dm.th. AF:TS =2:1 pra né pajtim
fig.3
me formulat (4) fitojmé: "
x, +x Y2t )
x+2--2—= ; R
e 2 _&T% 05 _yl 2 Nttty
xf - - - 2 yf = =
1+2 3 1+2 3

» Shembulli 6. Janédhéné dy kulme té trekéndéshit A(2,3) dhe B(4,-5) dhe koordinatat e pikés
sé réndimit T(1,-3)si@ caktojmékulmin e treté 1é trekéndéshit.
Zgjidhje. Kulmii treté le & jeté C(x;,»,). Duke zévendésuar né formulat pér pikén e réndimit

294+ 2 3-5+
fitojmé: 4" 1 =-—-——3—?x’i ,x;=-3 dhe-3 =—3y3- , ¥,=-7. Domethéné C(-3,-7). =
DETYRA

1. “Segmenti AB[A(-2,3),B(4,6)] éshté ndaré me pikén M né raport 5:1. Caktoji koordinatat e pikéndarjes.
2. Caktoji koordinatat e pikés C e cila e pérgjysmon segmentin AB, nése koordinatat e 4 dhe B jané : a) A(1,3),
B(Ssl): b)A('3’0)a B(l,—S)

3. Caktoji koordinatat e pikés M e cila segmentin e dhéné AB e ndan né raport k:

a) A(1,7), B(6,-3), k= 2; b) A(2,3), B(-5,2), =A%,

2
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10.

11

12.

13.

Njehso gjatésité e vijave té réndimit té trekéndéshit ABC, nése A(2,3), B(4,8), C(0,5).
Jané dhéné koordinatat e kulmeve té trekéndéshit ABC[A(1,2),B(-5,-3),C(7,-4)]. Caktoji koordinatat e mesit té
vijés sé réndimit AA | . ‘

Eshté dhéné paralelogrami me kulme A(2,4), B(5,7) dhe C(12,8). Caktoji koordinatat e kulmit té katér D.

Jané dhéné dy kulme t€ paralelogramit A(-4,2), B(0,6) dhe piképrerja e diagonaleve O(2,4). Caktoji dy kulmet
tjera té paralelogramit.

Caktoji koordinatat e pikés sé réndimit dhe largésiné e saj prej fillimit té koordinatave, té trekg
kulme A(1,2), B(3,4), C(4,1).
Segmenti me pika té skajshme M, (-6,-3) dhe M 5 (6,6) éshté ndaré€ né tri pjesé té barabarta. Cakto)

e pikéndarjeve dhe gjatésiné e ¢do segmenti.
Pika A(9,7) éshté njé kulm i katrorit né t€ cilin diagonalet priten né fillimin e koordiftatave, Cakteji koordinatat
e tri kulmeve tjera, si edhe gjatésiné e diagonales sé katrorit.

Pikat M, (2,-1), M, (-1,4) dhe M, (-2,2) jané meset e brinjéve té treké toji koordinatat e

kulmeve té tij.
Pika e réndimit T e trekéndéshit ABC éshté né boshtin x, dy kulme té tij jané -3), B(-5,1), kurse kulmi 1
treté C éshté né boshtin y. Caktoji koordinatat e T dhe C.

Vérteto se vija e mesme e trapezit me kulme A(-5-2), B

.5), D(-1,4) éshté e barabarté me

gjysméshumeén e brinjéve paralele.

8) (1596-1650) — filozof dhe matematikan frangez. Pér
€ t€ sakté pér tu shprehur pér té vértetat shkencore éshté gjuha e
matematikés, Sa g¢ ed fi éshté pérpjekur té zbulojé ligjshméri matematikore, ¢do pyetje
matematikor, Me vullnet dhe disipling, pér até té veganté, pérpiget té
¢ gjitha disiplinat matematikore, t€ jep pérgjigje konkrete pér té gjitha pyetjet.
Por, p e tij mé e madhe né matematiké éshté pér vendosjen e lidhjes sé ngushté
gjeometrike dhe formulave algjebrike. Pérkatésisht, me pérgjithésimin dhe
e metodés sé kcordinatave dhe simbolikés algjebrike té shkronjave né té cilat éshté
etria analitike. Dekarti i ka hapur dyert nga studimi i dukurive né hapésirén
€dimensionale. Kété metodé ai e ka pérdor né hapésirén dydimensionale, d.m.th. rrafshin, por
zgjerimi i tij krijon njé mjet té vérteté pér njohjen dhe paragitjen e natyrés.
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4.2. DREJTEZA NI RRAFSH

Pér funksionin linear, katror, eksponencial, logaritmik dhe trigonometrik e zgjidhim kété detyré: né
bazé té barazimit me té cilén éshté dhéné funksioni i shqyrtojmé vetité e funksionit dhe e konstruktojmé
grafikiun e tij (paraqitja gjeometrike né rrafsh).

Tani e parashtrojmé detyrén e kundért: ta formojmé barazimin e vijés sé dhéné (drejtéza ose
lakorja), né bazé té njé numri té kushteve (vetive) pér até lakore.

Pasi koordinatat e ¢farédo pike té vijés e kénagin barazimin e saj, detyra e paraghtruar sillet né
formimin e barazimit té atillé ndérmjet ndryshoreve x dhe y q€ do t’i kénaqin koordinatat ¥)dhe yte ¢do
pike nga vija e dhéné, por jo edhe koordinatat e pikave qé nuk shtrihen né té.

Né bazé té asaj qé theksuam, barazimin e drejtézés sé dhéné e pércaktojméashtu qé béjmé
barazim té cili€n e kénaqin vetém koordinatat e pikave t€ cilat i takojné asaj drejtéze

Pér shembull, me barazimin y = x éshté dhéné bashkeésia e pikave me,vetif€ pérbashkét: abshisa
dhe ordinata ndérmjet veti jané té barabarta. Ajo bashkésia ésht&\drejtéza e cila éshté simetrale e
kuadrantit té paré dhe té treté. Asnjé piké tjetér qé nuk e ka até veti nuk i takén asaj bashkeésie.

Gjithashtu, me barazimin y = x* &shté pércaktuar'bashkésia e pikave prej rrafshit té cilat kané
veti té pérbashkeét: ordinata e ¢do pike éshté e barabartéune katrorin/e abshisés sé asaj pike. Pikat me kété
veti shtrihen né lakoren — parabollé me kulm né fillimin e koordinatave, dhe asnjé piké q& nuk &shté né té
nuk e plotéson kushtin e dhéné.

Ndérkaq, njé drejtéz t€ njéjté varésishtinga kushtet qé e pércaktojné pozitén e saj né raport me
sistemin e dhéné kénddrejté koordinatiyimund ta patagesim me barazime t€ ndryshme té drejtézave.

Kushtet me ndihmén e té ‘eilaye €shté pércaktuar pozita e drejtéz€s né sistemin kénddrejté
koordinativ i quajmé parametra pércaktuess

Kétu e kemi mu két€Wdetyr& pér t'i pércaktuar llojet e ndryshme té barazimeve té drejtézave
varésisht prej parametraye t¢ dhéna té pércaktuara.

4.2.1 FORMA EKSPLICITE DHE E PERGJITHSHME E BARAZIMIT T DREJTEZES

1.Pozitae drejtczés [ le t€ jeté e pércaktuar me:
I’ ségmenti n qé drejtéza e prené né boshtin Oy, d.m.th. me pikén B(0, n), dhe
2°kéndP @ qé drejtéza e formon me kahen pozitive t€ boshtit Ox (fig. 1).

Supozojmé se 0::#1;-, d.m.th. / nuk éshté paralele me boshtin Oy. Nése M(x,y) éshté cfarédo

piké prej drejtézés /, atéheré prej trekéndéshit BNM kemi:

_n =
tga= Pamila , prej ku y=xtga+ n
x
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Nése véndojmé tg & = £k, e fitojmé barazimin

b=rctn] )
Domethéné, koordinatat x dhe y té ¢farédo pike M(x,y) prej drejtézés
I gé i plotéson kushtet 1° dhe 2° kénaqin barazimin prej formés (1),

dhe ajo paraget barazim té drejtézés /, né té cilén paragiten dy

©  parametra pércaktues k dhe n.

Numrin A=tga e quajmé koeficienti i drejtimit té drejigzés
fig.1 I, ose koeficienti kéndor pér drejtézén .
Barazimi (1) paraqet formén eksplicite t€ barazimit té drejtézés.

Neése :~2— (/ boshti y), koeficicienti ~=tg nuk éshté pércaktuar, pra nékeéte rast barazimi i

drejtézés mund té paraqitet né formén eksplicite.
> Shembuili 1. Barazimi y= x + 3 paraqet barazim té drejtéZés me koeficient té drejtimit k=1,
dm.th.tga =1, prej ku vijon se a= 45° éshté kéndi qé drejtéza e formen me boshtin x, por e prené
boshtin y né pikén B(0,3) =
Varésisht prej vlerave té parametrave pércaktues k dhel n né barazimin y=hkx+n, fitojmé disa
drejtéza té veganta.
a) Nése k= 1 dhen= 0, barazimi (1) e fiton formén = x'yKurse ajo éshté simetralja e kuadrantit
1€ paré€ dhe té treté.
b) Nése k= -1 dhe n = 0, barazimi (1) editon formén y = -x , kurse ajo drejtéz €shté simetralja e
kuadrantit t€ dyté dhe té katér.
¢) Nése k= 0 dhe n # 0, barazimig1) e fiton formén y = n, kurse ajo éshté drejtéza paralele me
boshtin x.

¢) Nése k= 0 dhe n = 0, barazimi,(1)kalong€ barazimin y = 0 i cili paraget barazimin e boshtit té x.

» Shembulli 2. T¢ shlguajmésbarazimin e drejtézés e cila me boshtin x formon kénd a=135°,
kurse né pjesén pozitive téboshtit™yprené segﬁ:ent me gjatési 3.
Zgjidhje. Sipasskushteve € detyrés kemi: k= tg135° = tg(180° -45°) =-tg 45°=-1, n = 3, pra
barazimi i drejtézég éshté: Y= -x+ 3 m
» Shembulli 3. T¢ shkruajmé barazimin e drejiézés nése

3 :
k= ~% dhe n=4, kurse pastaj me ndihmén e koeficientéve pércaktues ta

vizatojmé drejtézén né sistemin koordinativ.

Zgjidhje. Pasi k dhe n jané dhéné, barazimi i drejtézés

éshté y =~—£x +4. Pér paraqitjen e drejtézés né sistemin koordinativ i

bartim pikat B(0,4) dhe kéndin @ té cilin e konstruktojmé grafikisht

fig.2

sipas kushtit k =g = —% (fig.2) m
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2. Tregojmé se né sistemn kénddrejté koordinativ barazimi i ¢do drejtéze éshté y =kx+n, i cili

paraqet barazim linear sipas ndryshoreve x dhe y, Eshté e natyrshme tani ta parashtrojmé pyetjen: ,,Cdo
barazim linear sipas ndryshoreve x dhe y a pércakton ndonjé drejtéz?"

Pér tu pérgjigjur né kété pyetje, t€ shqyrtojmé njé barazim linear né formén e pérgjithshme sipas
ndryshoreve x dhe y dhe té sqarojmé ¢ka paraqet bashkésia e pikave me koordinata x dhe y té cilat e

3 b arté me zero. Pér
ji arazimit té

sipas y fitojmé

kénagqin até barazim. Do té tregojmé se ajo bashkési e pikave €shté drejtéz.
Barazimi i pérgjithshém linear sipas ndryshoreve x dhe y &éshté barazimi
Ax+By+C =0,
ku A,B dhe C jané ¢farédo numra realé, pér cka A dhe B nuk jané njékohésisht t¢
vlera té ndryshme té koeficientéve 4,8 dhe C barazimi (2) paraget formén e

drejtézés.
Me té vérteté, le té jeté B#0 dhe A#0. Nése barazimin

y=——4x——c—,prejkunése zévéndésojmé ——4-=k dhe ——£=n, e fito
B B B B

y=kx+n (3)

qé e paraget formén eksplicite t€ barazimit t€ drejtézés.

¥
€ kalon népér fillimin e koordinatave) (fig. 3).
A +# 0 atéheré barazimi (2) e fiton formén
@ X Ax+ C=0.
kété barazim sipas x fitojmé xz—% ose nése z&vén-
e .
fig.3 —=a, fitojmé
12 1 ]
x=a 4)
Barazi kénaqin koordinatat e ¢do pike abshisa e & cilave éshté x=a, kurse ato jané
pikat prej té normale né boshtin x, pérkatésisht paralele me boshtin y (fig.4). Vijon,

barazimi (4) éshté barazimi i drejtézés paralele me boshtin Oy.

y=n Nése A = 0 dhe B#0, atéheré barazimi (2) e fiton formén
o
By +C =0, pérkatésisht y =~%, ose nése zévéndésojmée “% =n, e
X
% fitojmé barazimin
y=n (5)
fig.4 Vérejtém se barazimi (5) éshté barazimi i drejtézés paralele me boshtin

Ox (fig.4)
Shqyrtoji pér ushtrime kéto raste: A =C =0 dhe B=C=0.
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> Shembulli 4. Eshté dhéné drejtéza p: 3x — 2y — 6 = 0. T'i caktojmé piképrerjet e asaj drejtéze
me boshtet koordinative.

Zgjidhje. Piképrerja A me boshtin x e ka ordinatén zero, kurse prerja me boshtin y éshté pika B
abshisa e sé cilés éshté zero, d.m.th. A(x,0) dhe B(0,y). Domethéné, 3x —6=0 < x = 2, pra éshté A(2,0)
dhe -2y—-6=0 & y= -3, praéshté B(0,3).»

» Shembulli 5. Eshté dhéné drejtéza I: 3x — 2y + 4 = 0. Ta shkruajmé barazimin e én
eksplicite. “

Zgjidhje. Barazimin e drejtézés 3x — 2y + 4 = 0 e zgjidhim sipas ndryshores y, d.m.th

3 3

I-2y+4=0 py=x+4Sy= Ex-i— 2, kuk= 5 dhen=2.m

» Shembulli 6. Ta shkruajmé formén e pérgjithshme té barazimit gé népér pikén A(3,1),
kurse né boshtin y prené segment me gjatési n= 5.

Zgjidhje. Do ta shkruajmé sé pari drejtézén e kérkuar né formeén ite y= kx + n d.m.th.
[: y=kx+5.Pasi A €, koordinatat e A e kénagqin barazimin e [, dhe ke

1=3k+5 & kz—%. Vijon, barazimi i1 kérkuar i drejtézés : y=——3—x+5 ose né formén e

peérgjithshme 4x+3y—-15=0m

DETYRA
1. Shkruaje barazimin e drejtézés, nése éshté

2. Cakto koeficientin e drejtimit té
drejtéza kalon népér pikén M),

3. Cakto kéndin gé drejtéza a 3 ib)yy= gx + %; ¢) y=-3;¢)x =5, e formojné me pjesén pozitive
3 5
té boshtit x.
4. Cilat prej pikav dhe C(6,4) shtrihen né drejtézén y= —x—4.

5. Caktoji

e té drejtézés y= — x+6 né t€ cilén ajo i prené boshtet koordinative.
4 ;

k
1eientin e drejtimit té drejtézes y = - Ex + 2, e cila kalon népér pikén A(3,0).

rmén e pérgjithshme: a)3x-p+2=0; b)x+35y+20=0; c)-2x+ .;_y-'?=0

8. Shkruaje barazimin e drejtézés e cila kalon népér prerjen e drejtézave 4x + 3y = 7 dhe 3x + 2y = 5, kurse
koeficienti i drejtimit €shté i barabarté me koeficientin e drejtimit té drejtézés 2x + y-5= 0.

9. Shkruaje barazimin e dy drejtézave qé kalojné népér pikén A(-4,-5), ashtu qé njéra té jeté paralele me boshtin x,
kurse tjetra me boshtin p.
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10. Formo barazim té bashkésive té pikave qé jané njélloj té larguara prej fillimit t& koordinatave dhe prej pikés A(-5,3).
11. Cakto bashkésiné e pikave g€ jané njélloj té larguara prej pikave A(-5,3) dhe B(1,2).
12. Né barazimin e drejtézés kx + 3y - 2 = 0, cakto k ashtu g& né boshtin y t& jeté 4, kurse pastaj cakto kéndin gé
drejtéza e ndérton me kahen pozitive t€ boshtit x.
13. Cakto kéndin qé e formon drejtéza me kahen pozitive té boshtit x:

a)2x—y—-3=0; b)x+ 3y=12; c)xﬁ+y=4.

4.2.2. BARAZIMI I DREJTEZES QE KALON NEPER NJE PIKE.
BARAZIMI I DREJTEZES QE KALON NEPER DY PIKA.

1. Nga planimetria e ke t€ njohur se népér'njé piké t€ dhéné

% . M(x,,y,) né rrafsh kalojné pafund shumé drejtéza, té cilat formojné
> > bashkési drejtézash (tufé drejtézash), me gendér né pikén M(x,,y,)
(fig.1).
/ E parashtrojmé tani kété detyré: té caktojmé njé drejtéz prej
" ' »  bashkésisé sé drejtézave népér pikén M.
6 x Pér kétépgellim Mjafton té zgjedhim edhe njé piké gfarédo
fig. N(xy) e ndryshme prej qendrés té tufés M(x,,y,).Me pikat M dhe N

éshté pércaktuannjé drejtéz e vetme prej tufés. Ta caktojmé barazimin
e saj (fig.2).
Prej'trekéndéshit kénddrejté OMN me kateta
MO=%%x,, NO=y-y, dhekénd @ =ZOMN fitojme:

tga = Y=Ah , prej ku me zévéndésimin tga =k e fitojmé
x—X
barazimin

Y=V :k(x_x|)

(1)

Barazimi (1) paraget barazimin e ¢farédo drejtéze e cila kalon népér

pikén M(x,,y,) kurse e ka koeficientin e drejtimit té barabarté me &.

fig.2 Pér vlera t& ndryshme t€ k fitojmé drejtéza té ndryshme prej tufés,
pérkatésisht t€ gjitha drejtézat qé kalojné népér pikén M, pérveg
drejtéz8s qé éshté paralele me boshtin y. Prandaj, barazimin (1) mund ta marrim pér barazim té bashkésisé

sé drejtézave té cilat kalojné népér pikén M(x,,y,). Nése, pérvec pikés M éshté dhéné edhe vlera e k,

atéheré barazimi (1) pércakton drejtéz té vetme. Ai éshté barazimi i drejtézés qé kalon népér njé pike.

» Shembulli 1. 7a shkruajmé barazimin e drejtézés qé kalon népér pikén A(2,3) dhe me kahen pozitive té
boshtit x formon kénd o=60°.
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Zgjidhje. Prej kushtit =60° gjejmé k = tg 60° =+/3 , dhe me zbatimin e drejtpérdrejt té formulés
(1) fitojmé: y—3=+/3(x~2) dmth. V3x—p+3-243 =0m

» Shembulli 2. Si éshté barazimi i drejiézés qé kalon népér pikén M(2,-3), kurse me kahen

pozitive 1€ boshtit x formon kénd 1é njéjté sikurse drejtéza x + 9y — 11 = 0?

Zgjidhje. Koeficienti i drejtimit t€ drejtézés sé dhéné éshté 5 Pasi drejtéza qé kalon né ikén
M(2,-3) duhet té formon kénd té njéjté me boshtin x, ajo do té keté koeficient t& drejtims té
| » A —— I
k =~~9f, pra n€ pajtim me (1) barazimi i saj do té jeté: vy + 3 = -a(x ~2)ose x+9y+QE=0 =

¥, Pér kété qéllim, sé pari do ta shk arazimin e bashkésisé sé

drejtézave népér njérén piej dy pikave ¢ dhéna, pér shembull

népér M, (x,,y,):

fig.3
v =k(x,-x), prejku k=22 =5,
X, — X,
Nése ke zévndésojmé né (1) fitojm imin e kérkuar;
}"-. == _V
y-y =——"L(x-x,)
X5 —% (2)

- Shembulli 3. 7¢ shkruajmé barazimin e drejtézés qé kalon népér pikat M 1(-2,1) dhe M, (3.3).
Zgjidhje. Me zévendésimin e koordinatave té pikave M, dhe M, né (2) fitojmé:

3-1
y-Ii=
3+2

5
(x+2) dmth. y—1= i;—(x +2), ose né formén e pérgjithshme 2x—Sy+ 9=0. =

> Shembulli 4. Jané dhéné kulmet e trekéndéshit A(2,3), B(-4,1) dhe C(2,-3). Ta shkruajmé

barazimin e: a) brinjés AB  b) vijés sé réndimit BB,.
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P . Ji= '
Zgjidhje. a) Barazimi i brinjés AB do té jeté: y —3 = 5 32 (x—2) dmth. x-3y+7=0.
b) Mesi i brinjése AC éshté pika B, (% ,—3;—3) d.m.th. B (2,0), pra vija e réndimit BB, do té jeté -

y-0= '4"02(x-2) dmth. x+6y—2=0.m

» Shembulli 5. Kulmet e trekéndéshit ABC jané A(-1,-3), B(3,3), C(7,5). Fa shkeuajmé
barazimin e drejtézés AT ku T éshté pika e réndimit té AABC.

Zajidhie, Pika ¢ rédimit éshts T(— +33 sl +33 3y dmh. TG, % ), pradrejtéza AT do té
5 -3-2
jete: - 2= — g(x—fi) dmth. 7x—6y—11=0.u

» Shembulli 6. Jané dhéné meset e brinjéve té AABC: A, (2)) B ,(5,3) dhe C,(3,-4). T'i
caktojmé barazimet e brinjéve té AABC.

Zgjidhje. Kulmet e AABC le t’i kené koordinatat A(x,,y ). B(x,,y , ) dhe C(x,,y3). Pasi A,
B,, C, jané meset e brinjéve BC, AC dhe AB pérkatésisht, kemi:

Xy + X4 x, + x5 x, +x,

=2, =5, NI It g Nt
2 2 2 2 2 2
Prej kétu, pér caktimin e koordinatave té kulmeve, fitojmé dy sisteme té barazimeve lineare me tre t€
panjohura:
x +x,=6 y+y,=-8

x, +x; =10 dhe <y, + y, =6y, zgjidhjet e té& ciléve jané x; =6,x, =0,x; =4,

X, +x;=4 yz+y3_:2
N==2 y, =6, 3=8
pra kulmet e AABC do t€ jené A(6,-2), B(0,-6), C(4,8). Tani mund t’i formojmé barazimet ¢ brinjéve
sipas formulés, (2)\pér barazimin e drejtézés népér dy pika (shkruaje vet). w

DETYRA

1. “Shkruaje barazimin e drejtézés qé kalon népér pikén e dhéné M, kurse me kahen pozitive t€ boshtit x formon
kénd
a) M(7,-5), @=135° b) M(-5,3), =45 c¢)M(3,1), &= 60".
2. Si éshté barazimi i drejtézés qé kalon népér pikén M(2,2) dhe me kahet pozitive t€ boshteve koordinative
kufizon trekéndésh me sypriné 9 katror njési?
3. Shkruaje barazimin e drejtézés qé kalon népér pikén M(7,2), ashtu qé segmenti té cilin drejtéza e prené me
pjesén pozitive té boshtit x, géndron si 5 : 3 ndaj ordinatés sé pikés M.
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4. Shkruaje barazimin e drejtézés ku koeficienti i drejtimit éshté 4, kurse segmenti né boshtin x éshté 5.

5. Si &shté€ barazimi i drejtézés qé kalon népér pikat M, dhe M, , nése éshté: a) M, (-1,1), M, (2,4); b)
M, (2,-1), M, (-2,3); c) M, (1,0), M, (4,2)?

6.  Jané dhéné kulmet e trekéndéshit ABC [A(2,3), B(4,8),C(3,-8)]. Caktoji barazimet e :
a) brinjéve; b) vijave té réndimit (medianeve).

7. Si éshté barazimi i drejtézés qé kalon népér pikén e pérbashkét té drejtézave 2x+3y—5=0 dhe x - 2 y—6=0
dhe kalon népér pikén M(1,2).

8. Shkruaje barazimin e drejtézés qé kalon népér pikat M | (—1,2) dhe M 5 (2,3), kurse pastaj cakto koordinatat
e piképrerjeve té drejtézés sé fituar me boshtet e koordinatave.

9. Jan€ t& njohura tri kulme t€ paralelogramit A(1,-3), C-3,5), D(-5,3). Shkruaje bardzimin e drejtézés qé
kalon népér kulmin B dhe népér mesin e segmentit t€ pércaktuar me pikat M(-8,4)/dhe N(10,—16).

10.  Népér pikén M(4,6) térhiq drejtéz ashtu qé segemtni i kufizuar ndérmjet boshiteve 16 koordinatave éshté
pérgjysmuar me pikén M.

1. Provo pikat e poshtpérmendura a shtrihen né njé drejtéz: a) A(2,2), B(5s3)dhe CElL,0)5'b) A(1,1), B(2,6),
C(-1,-9).

12.  Pér cilat vlera té parametrave p dhe g drejtéza me barazimin

(p+2¢g-3)x+Q2p—-g+1)y+6p+9=0

éshté paralele me boshtin x, kurse né boshtin y prené segment/™3%

4.2.3 FORMA SEGMENTALE E BARAZIMIT TE DREJERZES

Drejtéza e dhéné le t'i prené té dy boshtet koordinative dhe

4. nuk kalen népérifillimin e koordinatave (fig. 1), dhe piképrerjet me
N2, 7) boshtet Ox¢dhe Oy le t€ jené A(m, 0) dhe B(0,n) pérkatésisht, ku
. m# O@he ## 0. Me pikat A dhe B éshté pércaktuar drejtéza AB,
A(m, 0)_ barazimi 1's¢ cilés, sipas formulés (2) prej t.4.2.2, éshté:
= -0
of ®m N % y=0=—""(x—m) ose y=—_-(x—m).
—-m m
fig.] Pas rregullimit, fitojmé nx + my = mn , por pas pjesétimit me mn
fitojmé
X
E iy (1)
m n
Barazimi i drejtézés éshté shkruar né formén (1) e quajmé formé
5 /5 5 Ed segmentale té barazimit té drejtézés, pasi né té figurojné segmentet
' A0, . . -
s m dhe n g€ drejtéza i prené me boshtet koordinative.
~180,-3) > Shembulli 1. T¢ formojmé barazim té drejtézés qé kalon
népér pikat A(5,0) dhe B(0,-3), kurse pastaj ta konstruktojmé é
njéjtén.
fig.2 o
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Zgjidhje. Pikat A(5,0) dhe B(0,-3) jané pikat prej boshteve koordinative dhe po ashtu m =5,

n =-3. Me zévendésimin e drejtpérdrejt né formulén (1) e fitojmé barazimin §+%:l, qé eéshté

barazimi i drejtézés népér pikat A dhe B né formén segmentale.

Konstruksioni i drejtézés éshté i qarté (fig. 2). »

Barazimin e drejtézés né formén e pérgjithshme Ax+By+C=0 ku 4#0,8#0, unde-

mi gjithmoné ta sjellim né formén segmentale me kéto transformime:
Ax By

; X By . C
Ax+By+C=0¢& Ax+By=—(C & —+—=1 & —+ =1, k T
X+ BV X+ By ¢ :Q .y prej ku y n B
A A

dhe anasjelltas, formén segmentale té barazimit t&€ drejtézés (1) ta_tramgformojé né formeén e

pérgjithshme.
» Shembulli 2. Eshté dhéné drejtéza 2x — 3y + 5= 0. Ta tra ojmé drejtézén né formén

x 3y

segmentale dhe t'i cakiojmé segmentet e boshteve koordinati
Zgjidhje. Kemi: 2x — 3y + 5=0 < 2x - 3 e X L g W= ]
5 =5 A
: 2 3 3
Domethéné m = 2 , n= ou
2 3

2
» Shembulli 3. Tu sjellim né fafmén segmentale barazimin e drejtézés v = -3-x +2.

Zgjidhje. Kemi y=—x+ =@x+ 6 & 2x—3y=-6,prejku —+=—=1m
» Shembulli 4. e drejtézés mx + (m + 1)y — 8 = 0, ta caktojmé parametrin m,
ashtu gé segmenti né bo jeté dy heré mé i madh se segmenti né boshtin y.

Zgjidhje. Te ajmé barazimin e drejtézés sé dhéné né formén segmentale:
mx + (m+ 1)y mx+ (m+ )y=8 & X +_JY =1.Népajtim me kushtin e detyrés fitojmé
8 8
m m+]
= 1 = 2m, prej ku m = 1, pra barazimi i drejtézés né formén segmentale do € jeté

» Shembulli 5. Né barazimin e drejtézés 3x + ky — 12 = 0, ta caktojmé k ashtu qé gjatésfg e
segmentit qé drejtéza e prené ndérmjet boshteve koordinative éshté 3, kurse pastaj ta shkruajmé
barazimin e drejtézés.
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Zgjidhje. S€ pari barazimin e drejtézés e sjellim né formén segmentale:

x vy
i R [ *
i (*)
k
YA Prej kétu vijon se piképrerjet e drejtézés sé dhéné me boshtet
12 ;
\3 koordinative jané A(4,0) dhe B(O'T)' Né pajtim m 1 e
1’2 ?
detyrés kemi 4B =35, d.m.th.
¥
(9] 4 . \/(0-4)3+(%—0)3:5 & 16+
/ 73 g prej ku caktojmé: k =+4 . Domethéné, ekzi rejtéza (/) dhe
(1;) g€ e plotésojné kushtin e dhéné
fig3 L:Z+Z=1dhe 1,
4 3 .

+ == |; Caktoji koeficientét ¢ drejtimt té atyre drejtézave.

Né barazimin ¢ drejtézés v — & =B0taktoji a ashtu g€ segmenti né boshtin x té jeté: a) 4; b) —6.

5. NEé barazimin e drejtézé '~ 3 = 0, cakto A ashtu qé segmentet né boshtet koordinative té jené té

barabarta.
6. NE€ barazimin e v+ 4y — 5 =0, cakto «, ashtu gé shuma e segmentave né boshtet koordinative éshté
3.
7. e_drejtézés Jax — 4y + [5 = (), caktoji a, ashtu qé ndryshimi i segmenteve té boshteve
t& jeté 10.
8. imin e drejtézés e cila kalon népér pikén M(6,0) dhe me boshtet koordinative formon trekéndésh
priné 30 katror njési. '
9. Si eshpge barazimi i drejtézés qé kalon népér pikén S(2,-1) dhe prené segmente té barabarté me boshtet

koordinative?

0™, Shkruaji barazimet e brinjéve t& rombit, diagonalet ¢ t& cilit me gjatési 16 dhe 18 shtrihen né boshtet
koordinative.

1. Njehsoje syprinen e trekéndéshit t€ kutizuar me boshtet koordinative dhe drejtézén
Ir+4p—12= ),

m
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4.2.4 PRERJA E DY DREJTEZAVE. KENDI NDERMJET DY DREJTEZAVE
1. Le té jené dhéné dy drejtéza me barazimet e tyre né formén e pérgjithshme:
Ax+By+C=0
Ax+By+C, =0
pér té cilat supozojmé se p_riten, d.m.th. kané njé piké t€ pérbashkét M (x,,y,) (pi @ E

parashtrojmé detyrén: ¢ caﬁojnzé koordinatat e piképrerrjeve té drejtézave (1) .

(1)

Pasi piképrerja M(x,,y,)shtrihet né t€ dy drejtézat, koordinatat e saj . 1 kénaqin té dy

barazimet (1). Por vlen edhe anasjelltas, d.m.th. nése (x,,y,) €shté zgjidhj it (1), atéheré pika

M(x,,y,) shtrihet né ¢cdonjérén prej drejtézave (1).
Prandaj, koordinatat e prerjes s€ dy drejtézave e paragesin zg stemit (1), qé e formojné

‘ .
barazimet e drejtézave té dhéna. @

Duke e zgjidhur sistemin e barazimeve (1), me njégé etodave té njohura, arrijmé deri te

zgjidhja:

)
Tani mé e ke té njohur se, varésisht prej koefi istemit (1) té mundshme jané tre raste :
a) Nése 4B, — 4 B#0 d.m.th. f—aﬁ g 1) ka njé zgjidhje, d.m.th. drejtézat (1) priten né njé

1
piké. Koordinatat e piképrerjes

b) Néseo 4B, -A4,B=0 dm.th dhe A4,C—-AC, #0 ose

gjidhje. Prej barazimeve té drejtézave Sx —y + / = (0 dhe 2x+ y—-8=10, kud= 5 B=-1, C

-1 - :
= 1dhe 4, =2, B,= 1, C,= -8 vijon % e T # LS’ qé do t€ thoté se t€ dy drejtézat priten, kurse
piképrerja éshté M(1,6) (provo !). =

» Shembulli 2. T¢ provojmé vallé drejtézat 3x —y + 5= 0 dhe 3x —y — 7 = 0 jané paralele. Pse?
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» Shembulli 3. Drejtézat 2x —3y +1=0 dhe 10x — 15y +5=0 puthiten. Pse?

> Shembulli 4. 7a caktojmé barazimin e drejtézés qé kalon népér prerjen e drejtézave:
2x+ 3y —=5=0 dhe 3x+ 4y — 7= 0, kurse koeficienti i drejtimit té drejtézés sé kérkuar éshté 3.

o : L s |2x+3y=5=0
Zgjidhje. Zgjidhim sistemin e barazimeve té drejtézave té dhéna: A
3x+4y-7=0
dhe po ashtu fitojmé se piképrerja éshté M(1,1), kurse pastaj duhet ta shkruajmé barazimin e drejtézés
népér pikén M(1,1), me koeficientin e drejtimit k= 3. kemi: '
y—1=3(x-1) dmth 3x—y-2=0m

2. Shpeshheré né té mésuarit ténd té matematikés ke hasur konceptin kéndi ndérmjetidy drejtézave
prej rrafshit t& dhéné, por deri mé tani nuk ke mésuar se si ta caktosh. Até dota mundéson gjeometria
analitike.

Le t& jené dhéné dy drejtéza né formén eksplicite
Lioy=k,x+n, dhe [, y= kg,
qé priten dhe asnjéra nuk éshté paralele me boshtin y. Nén kénd nd%jet drejtézave [/, dhe /, do ta
nénkuptojmé kéndin e ngushté @ (tjetri éshté 180" - ¢) (fig. 1) Le¢ jeté o, dhe @, kénde té cilat drej-
tézat [, dhe /, i formojné me kahen pozitive t€ boshtit ,x’pﬁﬂtafﬁsish{. Prej trekéndéshit ABC né fig. 1, vi-
jon: @,= ¢ + a,, pérkatésisht ¢= @, - o4 prej ku

- tga, —tga,

l+tgo, -tga,

gpfg (a, -a)= (1)

Por tg O, dhé tgr, jané koeficientét e drejtimit té drejtézave /, dhe
i, pérkatésisht, pra nése véndojmétga, =k, tga, =k, , atéheré prej
barasisé (1) e fitojmé formulén pér kéndin ndérmjet dy drejtézave

k, — k
i — 2 1
o 1+ kk, (2)

Me zbatimin e formulés (2) né rastin konkret, mund té fitojmétgp >0
fig.1 ose tg@ <0. N& rastin e paré éshté pércaktuar kéndi i ngushté, kurse
né rastin e dyté kéndi i gjeré ndérmjet drejtézave té dhéna.
>Shembulli 5. Ta caktojmé kéndin ndérmjet drejtézave y= 2x—3 dhe 3x+y—2= 0.
Zgjidhje. Koeficienti i drejtimit pér drejtézén éshté k,= 2 , kurse pér té dytén, pasi paraprakisht

ta shkruajmé né formén eksplicite y= -3x+ 2, k,= -3. Tani me zbatimin e formulés (2), fitojmé:

t -
AT Ta

=1l,prejku ¢ =45" m
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» Shembulli 6. Ta caktojmé kéndin ndérmjet drejtézave 3x — 5y + 2= 0 dhe 4x+ S5y— 5= 0.
Zgjidhje. Koeficientét e drejtimit té¢ dy drejtézave jané k, :% dhe &, = —%pérkatésisht.

~4: 3
s s 535 . 5 35 onrs?
Atéheré, prej (2) tqu:—Z_B_:_ﬁ’ prej ku fitojmé @ = arctg (- 1—3—), dm.th. ¢ =110 22 |, kurse
¢, =69°37 = ‘"g'g

» Shembulli 7. Kéndi i ngushté ndérmjet dv drejiézave éshté 45 . Nése njé
drejtézave éshté 2x—3y+4=0, ta caktojmé barazimin e drejtézés tjetér, e cila né

segment me gjatési 7 njési.

Zgjidhje. Koeficienti i drejtimit té drejtézés s¢ dhéné éshté k, =—§—. as kushtey® té detyrés

drejtéza tjetér &éshté y=k,x+7. Prej formulés pér kéndin ndérmjet tézave (2), fitojmé:

st
tg45° = - 3 3 , prej ku &, = 5. Vijon, barazimi 1 drejtézés sé dhéne de & v=5x+ 7 dm.th.
4=k,

Sx—yp+ 7=30 ose x+5y—7=0 (pse?) =

DETYRA
1. Caktoje piképrerjen e drejtézave:
a) 2x=3y+ /=0dhe3x-2y-1=1),
b) 3x+2y-4=0dhebx+ dy-17=10;

3. Barazimet e brinjéve ¢ njé paralel
y=3x+9=105x+3v—1

Caktoji barazimet e dia elogramit.

et né drejtézénx + v+ 6= ).

érmjet drejlézave 2x + y— I = 0 dhe 3x—y+ 2= 0.

indin ndérmjet drejtézave x— 2y + 3= 0 dhex -3 = 0.

; ¢ kéndi formojné drejtézat x + 2= 0 dhe y -3 =07

10. to kéndin ndérmjte drejtézave .t\/§ + v -\/5- 2=0 dhe.l“\/g -6y+3=0.

I1. Caktoji kéndet e brendshme té trekéndéshit, nése jané dhéné barazimet e brinjéve té tij 18x + 16y - 17 =0,
[4x— 7y + 15= 0 dhe 5x + 10y -9 =0.

12. Shkruaje barazimin e drejtézés qé kalon népér pikén M(2,-1), kurse me drejtézén 5y — 2y + 3 = () formon kénd
prej 45 .

e e e e e e R T S
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4.2.5. KUSHTI PER PARALELIZEM DHE NORMALE TE DREJTEZAVE

1. Né pikén paraprake shikuam cili kusht duhet ta kénagin koeficientét né barazimet e dy
drejtézave té dhéna me barazimet e tyre né formén e pérgjithshme.

Tani do € shikojmé se si kushtet pér paralelizém dhe normale té dy drejtézave mund t’i fitojmé
duke u nisur prej disa parametrave tjeré pércaktues pér drejtézat.

Nése drejtézat [, dhe [, jané paralele, atéhgre kéndet qé

F h L ato i formojné me kahen pozitive té boshti x jané'té barabarta,
dmth. @, =a, (fig.1), por atéheré edhe tga™=tga,,
(6] @) pérkatésisht (1N
/S S

ki=k2

Vlen edhe anasjelltas: nése k, =44 atéheréitg®, =tga,, prej ku
fig. 1 kemi @, =a,, ose a, =a, +180°, kurse prej kétu vijon se

drejtézat jané paralele.

;2 Domethéné, dy drejtéza jané paralele nése dhe vetéminése 1é'dy drejtézat kané koeficient té njéjté
te drejtimit. '

A éshté e mundshme deri te 1 njéjti kusht pér paralelizém’ té arrijmé edhe né tjetér ményré.
Pérgjigjen e késaj pyetje do ta ilustrojmé me disa shefiibujs

» Shembulli 1. T¢ provojmé se drejtézaidx= 3y + 150 dhe 4x — 6y — 5 = 0 a jané paralele.
Zgjidhje. Koeficientét e drejtimit'pér drejtézat e dhéna jané £, z; dhe &, =g =§, d.m.th.
k, =k, , pra vijon se drejtézat jané paralele/m
Deri te i njéjti rezultat_do té\arrijmé’edhe nése e zbatojmé formulén pér kéndin ndérmjet dy

3
drejtézave. Kemi: tg g = lké ; i' N j =0 = tg@=0 prej ku caktojmé @ = 0" ose ¢ = 180°, prej ku
k&,
2 14—

pra vijon se drejtézat jané paralele.
2. Nése drejtézat [, dhe /, jané normale njéra né tjetrén, atéheré

o, =90° + a, (fig.2), prej ku vijon

1
tga, =tg(90° + ) =—ctga, =—~t-—~, d.m.th.
i

by == k, -k, =-1
fig.2 ose (2)

1 1 , &
Vlen dhe anasjelltas, nése k, = ——, atéheré tga, =———=—ctga, =1g(90°+ @), prej ku vijon

1 tg al

a, =90°+ @, d.m.th. drejtézat / dhe /, jané reciprokisht normale.
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Domethéné, dy drejtéza jané reciprokisht mormale nése koeficientét e drejtimit i kané reciprok
dhe me shenjé té kundeért.
» Shembulli 2. Pér cilén vieré té k drejtéza y= kx+ 1 éshté normale né drejtézény = 2x - 17?

Zgjidhje. Koeficienti i drejtimit té drejtézés sé dyté éshté 2, pra duke e shfrytézuar kushtin pér

drejtézat normale ndérmjet dy drejtézave, fitojmé 2k = -1, prej ku & = —é, pra barazimi i drejtézés sé
paré do té jeté y = -lzx + 1 pérkatésisht x + 2y —2=0m

» Shembulli 3. T¢ shkruajmé barazim té drejtézés e cila né boshtin y prené segment,prej 3 njési

dhe éshté normale né drejtézén 5x — 4y — 13 = 0.
Zgjidhje. Barazimi i drejtézés sé dhéné le té jeté y = kx + 3, ku duhet/té caktohet Koeficienti k
prej kushtit pér drejtézén normale me drejtézén tjetér. Pér drejtézén e dhéng Sx'— 4y ~ 13 = 0 kemi

5 i : - 4
k, =Z, prandaj koeficienti i drejtimit té drejtézés sé kérkuar do t&"jeté Wk =—g, kurse barazimi i

: 4 : "
drejtézes s€ kérkuar do t€ jeté y = =k +3, pérkatésisht 4x + 5y —15= O'm

» Shembulli 4. T¢ shkruajmé barazim té drejtézés fe cila kalon népér pikén M(1,3) dhe éshté
paralele me drejtézén x—y + 3= 0.

Zgjidhje. Barazimi i drejtézés qé kalon népér pikén M(1,3) do té jeté y — 3 = k(x-1). Por, ajo
éshté paralele me drejtézén x —y + 3 = 0 d.m.th? y Syx + 3 koeficienti i drejtimit i t& cilit éshté k=1,
prandaj barazimi i drejtézés sé kérkuar do téfeté y— 3 = Wx— 1) pérkatésisht x—y+ 2= (. =

» Shembulli 5. T¢ caktojmé bafazimin e drejiézés e cila kalon népér pikén M(-2,3) dhe éshité
normale né drejtézén 2x — 3y + 6 =d0.

Zgjidhje. Barazimi i kérkuardo t8jete: y — 3 = k(x + 2). Por, ajo éshté normale né drejtézén me

koeficientin k, = % , pra_prej kétu % ‘-§—= -1 k= —E. Prandaj barazimi i drejtézés sé kérkuar do t€

3
jeté y—3=- —(x-l- 2hose3x+2y=0m
> Shemhull] 6. Ta caktojmé barazimin e lartésisé AD té rrekendeshzr ABC kulmet e té cilit jané né
pikat A(2,6), B(-3,1).dhe C(6,0).
1-0 1

Zgjidhje. Drejtéza BC e ka koeficientin e drejtimit k =—3———g 5 Pasi lartésia AD é&shté

normale me brinjén BC koeficienti i drejtimit 1€ drejtézés q€ e pérmban

lartésiné AD co té jeté k=9, pra barazimi i lartésisé AD éshté
y—6=9(x— 2), pérkatésisht 9x~y—~12=0 =
» Shembulli 7. Ta caktojmé pikén M, e cila éshté simetrike me
pikén N(3,9) né lidhje me drejtézén p :y= 2x—2.
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Zgjidhje. Ményra pér gjetjen e pikés simetrike M(x,y) éshté kjo : népér pikén N térheqim drejtéz
(n) normale né drejtézén (p), e gjejmé piképrerjen S =(p) N (n), kurse pastaj e gjejmé edhe pikén M

prej kushtit pika S t€ jeté mesi pér segmentin MN (fig.3). Domethéné kemi: n: y—9 = - —2— (x —3),

+2y=21

pérkatésisht x + 2y = 21, pra prej sistemit té barazimeve {; o’ g caktojmé S(5,8). Pér caktimin e
x=y=

koordinatave € pikés M, prej kushtit S éshté mesi i segmentit MN, i kemi barazimet: 5 = z = 7

dhe 8 =9—;l & y=7, prej ku éshté M(7,7) m

DETYRA

normale:
a)y=-x+4; b)y=2x-1, y=x-7, ¢ly=2x-23, Sx+ 87

2. Pércilat vlera t¢ A, B dhe C drejtéza Ax + By + C = ( éshté paralele me én 2x —y + 3 = 0 dhe né
boshtin e ordinatave prené segment me gjatési 5 njési?

3. Caktoje rrénzén e pikés sé normales té térhequr prej pikés A(S, @ ejtéza 4x— 7y + 21 = 0.
Caktoje m , ashtu qé drejtézat 8mx + 3y—4= 0 dhe 12x Fdmpsh.6
Si €shté barazimi i drejtézés e cila kalon népér fillimi

L. Cilat prej drejtézave té pérmendura jané ndérmjet veti paralele, kurse cilat n

, t€ jené ndérmjet veti normale.

ve dhe éshté normale né drejtézén

x—y-2=0?
6. Kulmet e njé trekéndéshi jané A(-2,2), B(3,5) aje barazimin e lartésisé t& térhequr nga kulmi A.

7. Trekéndéshi ABC éshté dhéné me kulm ,7) dhe C(8,4). Shkruaje barazimin e drejtézés e cila

8% N drejtézén x + y — 4 = () cakto pik
B(0.2) shikohet nén kéndin prej

9. Cakto parametrat m dhe

10. imin e.drejt lon népér prerjen e drejtézave 3x—y— 1= 0 dhe 2x + 3y—8= 0 dhe éshté
jte 3=0,b)5x+ 6y+ 8= 0.
L1 g 0 dhe x + 3y + 10 = 0 priten nén kéndin 45°, Caktoje parametrin m, kurse pastaj
etjen SHKFitaje barazimin e drejtézés normale né drejtézén e paré.
12, v — 5 = 0, cakto piké njé lloj té larguar prej pikave A(-1.-1) dhe B(3,3).

A NORMALE E BARAZIMIT TE DREJTEZES

Le € jeté / drejtéz né ¢farédo pozité né lidhje me sistemin koordinativ né rrafsh pozita e sé cilés

éshté pércaktuar me largésiné p prej fillimit té koordinatave dhe me kéndin ¢ qé normalja p e formon me
kahen pozitive t&€ boshtit x (fig.1). Domethéné, parametra pércaktues kétu jané p dhe ¢ . Barazimi i

drejtézés | le 1€ jeté dhéné né formén segmentale:
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I —+==1
n
y
(1
Prej AOPA vijon se cos@ = £ ose m = P 3
B m cos @
P kurse prej AOPB vijon se sin @ = P sen= _p_ .
n 72 n sin@
Nése kéto vlera pér m dhe n i z€vendésojmé né barazr
A . . . COSQ sing .
0 m N x  fitojmé: X+ y =1 pérkatésisht

p P
fig.1 XxXcos@ + ysing — p V
(2)

paragiten té dy parametrat

Barazimi (2) paraget barazimin né formén normale (t€ Hesit) t€ drejtéze

pércaktues: p dhe ¢. Poashtu, parametri p qé e paraget gjatésin€ e normal
drejtéza / pranon gjithmoné vlera pozitive, kurse kéndi ¢ ndry. ej 0" dert né 360°.

» Shembulli 1. T7a formojmé barazimin e drejtézés né formén normale nése normalja p, e
2 me boshtin x kénd ¢=240°, kurse largésia

s, me zévendésimin e drejtpérdrejt né barazimin

mit té koordinatave deri te

terhequr prej fillimit té koordinatave O deri te drejtéza,’
prej O deri te drejtéza éshté p=5.
Zgjidhje. Pasi jané dhéné parametratperca
(2) fitojmé me radhe:
xc0s240° + ysin240°-5=0

. xcosfl80° + 60°) + ysin(180° +60°) ~5=0, prej ku fito-

jmé  x(—cos60°) + y(-sin 60°) — c0s60° + ysin 60° +5=0 dhe pérfundimisht drejtéza e

kérkuar éshté —%x—gy pérkatésisht x++/3y +10=0m

Tani mé shiku

i, format e ndryshme té barazimeve t& drejtézés s€ dhéné, forma e

pérgjithshme, ekspliei ale, transformohen njéra né tjetrén. Kétu e parashtrojmé té njéjtén

¢ dhéné | barazimin e formés sé pérgjithshme ta transformojmé (sjellim) né
formén normale? B¢ pérpiqemi t€ pérgjigjemi né kété pyetje.

o -
cosg _sing _ p:/l 3)
A B c
ku A éshté koeficienti i proporcionalitetit, g€ duhet ta caktojmé. Prej barasisé (3) kemi
cosp=A4, sing=AB, -p=AC (4)

Nése dy barasité e para sé pari i kuadrojmeé kurse pastaj i mbledhim, fitojmé:
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2 -2 2 2 2 2 1
cos"@+sin"@p=A(4"+B )= A =_TI—5" dm.th. A=
A +B

+v A" + B’
Me zévendésimin e A né barazimin (4), fitojmé:
cos@=——~A——,sinqﬁ'=—B——,,U=—-L (5)
tVA*+B* tV4*+B* +y 4> + B
Nése kéto shprehje pér cos@, sing dhe p i zévendésojmé né formén normale té barazimit té gzEs

(2), e fitojmé barazimin:

Ax+By+C _

+JA +B?

qé €shté gjithashtu barazimi i drejtézés né formén normale.
Duhet té pérgjigjemi edhe né pyetjen: Cilin prej 1é dy shenjave p
Pérgjigjen tani mé e kemi.Ai pércaktohet prej barasisé sé treté nga bare

mramctri p gjithmoné &éshté pozitiv, pra éshté e qarté se shenja para
ndért me shenjén e koeficientit C.

0‘

arrim parasysh?
Sikurse qé theksuam,
sipatjetér duhet té jeté e

» Shembulli 2. Ta sjellim né formén normale bara @. ejtézes, 1€ dhéné né formen e
pérgjithshme: 3x+ Sy—6=0.
+3y-6

Zgjidhje. Sipas formulés (6) kemi: =0 ose

\34
3 X+ > - =0, prej ku kemi
NV RN VR | R
3 6 64J34  34/34
COSQP = — = = = .|
34 V34 34 17

» Shembulli 3. Ta ca
drejtéza (I): x—y + 1= 0, efformon me

qé normalja e térhequr prej fillimit té koordinatave deri te
en pozitive té boshtit x dhe gjatésisé sé normales p.

x—y+1

Zgjidhje. E arazimin e drejtézés né formén normale: —-—J-2_—=0, pérkatésisht
X y 1 2 i . ! 2 ; 2 :
——t = barazimit t€ fundit kemi: cosp=——==-——, sing=—— | prej ku
N2 42 V2 2 2

gjejmé 1382, kurse p = —2— L]

embulli 4. Eshté dhéné barazimi i drejtézés né formén eksplicite y = kx + n. Ta sjellim né
Jormén ale.
kx—y+n

+/k* +1

12 5
» Shembulli 5. Drejtéza e dhéné me barazimin —1-—3-x +—y—2=0 aéshté né formén normale?

13

Zgjidhje. Nése barazimi i dhéné i drejtézés éshté né formén normale, atéheré do té kemi:

Zgjidhje. Prej v=hkx+ n & kx—v+ n=0kemi =0, kurse ky éshté barazimi i

drejtézés né formén normale. w

189



2 2
cosrgﬁ:—:-?’—, sin(0=% , pra patjetér duhet té vlejé: cos’ @+sin’ @ =1. Pasi (L—] +( - ] =

barazimi i dhéné éshté né formén normale. =

DETYRA

1. Shkruaje barazimin e drejtézés, largésia e sé cilés deri te fillimi i koordinatave éshté p kursé kendiindérmjet
normales p dhe boshti x éshté ¢, nése: a) p=5,¢0=45°; b) p=12,¢=210°; c) p=10,¢=330°

2. Shkruaji né formén normale drejtézat e dhéna:

a) 3x—4y+7=0; b) Sx+12y-26=0; c)yzéﬁ_;_.

3. Provo sedrejtéza 2x —3y +1 =0 a éshté shkruar né formén normale?

4. Shkruaji né formén normale drejtézat: a) 2x—3=0; b) 4y +5=0.

5. Shkruaji né formén normale drejtézat: a) iZ=1; 2 € 0 b, + ],
s 3 -4 7 -3 4

6. Shkruaji né formén normale drejtézat:  a) Sx =12y =0; b) 8x +15y=0.

1.

Njehsoje gjatésiné e normales té térhequr prej fillimit té koordinatave deri te drejtéza:
a) i:x+y—«f5=0; b) /,:3x—4y+55=0.
e —

4.2.7. LARGESIA PREJ PIKES DERI TEDREJTEZA

Le té jené dhéné drejtéza [ dhe pikadM, jashté drejtézés /. E ke t€ njohur se, nése M &shté rrénza
e normales prej pikés ., deri te drejtéza / atéheré gjat€sia d prej pikés deri te drejtéza éshté e barabarté
me gjatésiné e segmentit MM, d. m.thd =M M .

Duke e zbatuar formén normale 4€ barazimit té drejtézés, do t€ nxjerrim formulén sipas sé€ cilés
mundemi thjeshté ta caktojmé largésin€ d, edhe pse t€ njéjtén largési mund ta caktojmé edhe né ményré
tietér, duke shfrytézuar disa paranjohuri tjera.

Drejtéza [ le té jeté.e dhéné me barazimin né formén normale: /:xcos@ + ysing — p =0 dhe
M, (x,,,) éshté piké jashtémprej drejtézés /. Nése supozojmé se drejtéza / nuk kalon népér fillimin e
koordinatave, t& mundshme jané dy raste: pika M, (x,, y,) dhe fillimi i koordinatave jané n€ ané t€ nj&jté
té drejtézés / (fig.1) ose)jjané prej anés sé ndryshme té drejtézés / (fig.2) do ta shqyrtojmé rastin e paré
(fig. 1). Népér M, (x, y,) térheqim drejtéz /, paralele me drejtézén e dhéné /. At€heré, largésia prej
fillimit #€ koordinatave O deri te drejtéza /, &shté ON = p—d, pra mund ta shkruajmé barazimin e
drejtézesy/yne formén normale:

l,: xcosg+ysing—(p-d)=0
Pasi¢'M, € [, , koordinatat e saja x, dhe y, e kénaqin barazimin e (/, ), pra kemi
x,cos@+y sing—(p-d)=0,
prej ku gjejme:

|d:—(x, cosg +y, sim;a~p)j (1)
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M

Y a4 -I.\

(a M ‘\\‘ x

o \ 3
fig.1 fig.2 V
NE rastn e dyté, kur fillimi i koordinatave dhe pika M, (x,, y,) jané nga ang ¢ drejtézés /, né
ményr€ analoge fitojmé (vérteto!):
d=xcos@+y sing (2)

Pasi numri x, cos@ + y,sin¢g— p mund té jeté pozitiv dhe M, jané né anén e njété prej
drejtézés /) , por edhe negativ (nése O dhe M, j ryshme prej drejtézés /), kurse largésia

éshté gjithmoné numér pozitiv, (1) dhe (2) i jmé me formulén:

S@+y sing—p (€)
Nése barazimi i drejtézés [/ éshte
Ax+By+C =0,

atéher€ (shih né piké e):

Ax, + By, +C

X, COS@+y sing—p=
+ 4% + B

prej pikés M, (x,, y,) deri te drejtéza / e kemi formulén:

pra pér largés

Ax, + By, +C @)
42+ B?

» Shembulli 1. Ta caktojmé largésiné prej pikés M(-5,7) deri te drejtéza 3x—4y+18 =0,

13-(- 5) 4. 7+1s] -25]_.

| ear | -1

s

Zgjidhje. Né pajtim me formulén (4) fitojmé d =

> Shembulli 2. Ta njehsojmé largésiné prej pikés A(12,15) deri te drejtéza y = x.
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Zgjdhje. Barazimin e drejtézés sé dhéné e shkruajmé né formén e pérgjithshme x — y = 0, prej ku
_|12-15]_|-3]_3v2
|\/l 12| V2l 2

» Shembulli 3. Ta caktojmé largésiné ndérmjet drejtézave paralele
p:12x=5y+48=0 dhe ¢:12x-5y+217=0.

fitoymé o

Zgjidhje. Largésia d ndérmjet dy drejtézave paralel¢’€shtéye bara-
barté me largésiné prej ¢farédo pike prej njérés drejtéz deri te drejtéza tjetér
(fig. 3). Pér kété qéllim, né niérén prej drejtézave té dhgna, pér shembull t& (p),
zgjedhim ¢farédo piké P dhe e caktojmé largésiné e'késajypike deri te drejtéza
tietér (¢). Pér shembull, drejtézés (p) i takon pika P(-40). Koordi-natat e késaj
pike i pércaktojmé ashtu qé njérén koordinaté e zgjedhim c¢farédo, pér

fig.3 shembull y =0, kurse pastaj koordinatén tjetér %.e pércaktoj-mé prej kushtit
koordinatat (x,0) ta kénagin barazimin e drejtézés/(p),d.m.th.
12x =50+ 48 =07 prejiku fitojmé x=—4.
Tani e caktojmé largésiné d té pikés P deri te drejtéza g, e cila né pajtim me formulén (4) éshté
g =[12:CH -S0Raiaf|169]
| Spaass, | 13

prandaj ajo €shté largésia ndérmjet dy drejtéZaye .
|

3

» Shembulli 4. Ta caktojmé brazimin ¢ simetrales (s) té kéndit ndérmjet drejtézave
P3x+dy—-15=0 dhe ¢q:5x-12y+26=0
Zgjidhje. Né pajtm me pérkufizimin e simetrales sé kéndit, pér
wlarédo pikeé M(x,y) qé shtrihet né simetralen s largésité deri te t& dy
drejfézat p dhe g pérkatésisht, jané té barabarta, dm.th. ¢, =d (fig.4).
—15 S
Phsi d, =|3x+4y 15 d, :‘::x 12y+26|,kemi
s Tl -
fig.4 3x+4y-15 _|5x~12y +26|
5 | -13 |

, pérkatésisht

39x + 59195 TH(—25x + 60y — 130),
prej barazimeéye € simetraleve t& shkruara né formén e pérgjithshme jané:
| 5, 64x—8y—65=0 dhe s, ldx+ 112y—325=0.

Pasi té dy drejtézat formojné dy gifte t€ kéndeve té kryqézuara, vijon se simetralet s, dhe 5, jané

ndérmjet veti normale, =
» Shembulli 5. T"i njehsojmé lartésité e trekéndéshit ABC kulmet e té ciléve jané A(-2,5), B(6,-3)

dhe C(1,9).

Zgjidhje. Sé pari i caktojmé barazimet e brinjéve té trekéndéshit, kurse pastaj largésiné prej
kulmeve té trekéndéshit deri te brinjét e pérballta. Kemi:
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-9
AB:y+3= 52+36(x—6) d.m.th. xtar=3=0; AC . y-9= 52 I(Jc—l) d.m.th.
4x-3y+23=0
9+3
BC:y+3= (x—=6) dm.th.. 12x+5y-57=0

1-6

Tani, né pajtim me formulén pér largésiné prej pikés deri te drejtéza, i caktojmé gjatésité emlartésive

pérkatése:
, _|12:(2)+5-5-57]_s6 poo|46-3-+23] 56, _[1+9-3] 7428
Vs | BT e | 50 [N
DETYRA

1. Njehsoje largésiné prej pikés sé dhéné A deri te drejtéza nése:
a) A(8,1), 5x—12y-2=0; b)A(1,3),8x+15p-2=0; c) A€0,6), 9x + 12y + 3 = 0.
2. Caktoje largésiné d ndérmjet drejtézave paralele:
a)4x—3y~8=0 dhe 4x-3y+7=0; b)9x—12y+2=0 dheOx — 12y + 10 =0.
3. Nédrejtézén x + y — 8 = 0 cakto pika & cilat jané njé ligjtédarguata prej pikés M(2,8) dhe prej
drejtézés x — 3y + 2 = ().
4* Népér piképrerjen e drejtézave x— 7y + 6 = 0, Jx + ¥ 58 = Orcakto drejtéz ashtu qé pika M(1,1) té jeté né
largési 5 njési prej drejtézés sé kérkuar.
5. Koordinatata e kulmeve té trekéndéshit ABC Jane:
a) A(3,5), B(7.-4), C(11,-13); b) Al 4)B(3.1, C(7,5).
Caktoji gjatésité e lanésive té trekéndéshit ABC.
6. Cakto barazim i cili éshté nédargési 4 njésiprej drejtézés 3x + 4y—-8=10.
7. Shkruaje barazimin e drejt€zés e@iladkalon népér pikén A(3,12), dhe éshté né largési d = m
prej pikés B(7,2).
8. Shqyrto se pikat [, (2,3)dhe A,(3,4) a shtrihen né t& njéjtin gjysmérrafsh tehu i té cilit éshté drejtéza
5x — 12y ig= O)
9. Shkruaji barazimet e simetraleve té kéndeve té pércaktuara me drejtézat 4x + 3y — 9= 0 dhe
Sx + 42y +24 = (.
10. Gakto paramettin m, ashtu gé largésia prej pikés A(2,3) deri te drejtéza
BX iS5y + m = 0 té jeté 5 njési.
11* Jané dhéné barazimet e brinjéve té drejtkéndéshit 3x — 2y — 5 = 0 dhe 2x + 3y+ 7= 0dhe
njé kulm i tij A(-2,1). Njehsoje syprinén e drejtkéndéshit.
12* Caktoji koordinatat e gendrés sé vijés rrethore té brendashkruar né trekéndésh brinjét e té cilit jané:

2x+y=2=0,x+2y+4=0 dhe 2x—y+ 6= 0, kurse pastaj njehso rrezen e vijés rrethore.

%
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DETYRA PiER PERSERITJE DHE PERFORCIM (4.1 DHE 4.2)

1. Né cilin kuadrant shtrihen pikat M, (a,b)dhe M,(—a,b)? N& gfaré pozite reciproke jané né lidhje me

boshtin y?
Caktoji koordinatat e pikés A’ simetrike me pikén A(4,-2) né lidhje me boshtin x.
Cakto pikén M simetrike me pikén M (—2,3) né lidhje me boshtin y.

Né sistemin koordinativ paragite pikén B, simetrike me pikén B(2,5) né lidhje me fillimin e kbordinatave.

A =

Eshté dhéné pika M (5,6) . Cakto pikén M " simetrike né lidhje me: a) simetralen e kuadranfit té paré dhe

treté; b) simetralen e kuadrantit té dyté dhe té katér.

6. Vektorint OM = (2,4) paragite né sistemn koordinativ dhe cakto gjatésiné (intenzifetin) e tij,

7. Hishté dhéné vektori AB me pikat e tij té skajshme A(1,3)dhe B(4,—1) Caktojikemponentat dhe gjatésiné e
vektorit AB .

8. Caktoji koordinatat e shumés dhe ndryshimit té vektoréve a =(3,2) dhe = (2.4).

9, Né sistemin koordinativ konstruktoje vektorin ;= (2,5), mése, pika e 4} e fillimit éshté: a) fillimi i

koordinatave; b) pika A(=2,5).

10. Cilat jané koordinatat e vektorit X , prej té cilit, nése zbritet vektori &:: (5,—1) fitohet vektori c= (7,0).
= s B , 1
11. Caktoji koordinatat e vektorit x , i cili i shumézuar me 3 € jepvektorin a = (2~ E) .

12. Cakto vektorin &+ b —& +d nése jané dfféné: = (2,505 = (4,10),¢ = (-4,-10),d = (1,-1).

13. Konstrukto rreze vektorét: a) 0A =(2,0); b OB= (0,3);¢) OD = (-3,-5);
¢) OF =(4,-3).

14. Caktoji largésité ndérmjet pikave:
a) A(2,5) dhe B(14,10)%9b) A(52) dhe B(1,-1);c) A(—6,3)dhe B(0,-5).

15. N& boshtin y cakto pikénd¥l nj&lloj té larguar prej pikave A(5,0) dhe B(2,4).

16. Pika M shtrihetfi&%imetralend® kuadrantit té paré dhe té treté dhe njélloj éshté e larguar prej pikés A(6,2) dhe
prej fillimit t& koordinatave. Caktoji koordinatat e pikés M.

17. Njehsosyprinén e katforit, nése jané dhéné dy kulme té tij té kundért A(3,5) dhe C(1.,3).

18. Cakfo gendrén dhe rrezen e vijés rrethore t€ jashtéshkruar rreth trekéndéshit kulmet e té cilit jané: A(-3,6),
B(9,-10) dhe C(-5,4).

19, Cakdoje VAlIE trekéndéshi me kulme A(1,1), B(2,3) dhe C(5,-1) éshté kénddrejté?

20.3Caktoji koordinatat e pikés M e cila segmentin AB[A(1,6), B(2 1,9)] e ndan né raport 1:3.

21. Mepikén M segmenti AB[A(27,-18), B(-6,12)] éshté ndaré né raport:

4
a) k= % :b) k= —%; c) k= ~5 Caktoji koordinatat e pikés M.

22. Caktoje pikén e réndimit té trekéndéshit ABC me kulme A(-4,4), B(4,-7) dhe C(6,6).
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23. Jané dhéné tre kulme té paralelogramit A(4,-1), B(2,3) dhe C(0,5). Caktoji koordinatat e kulmit té katér.

24. Segmenti M\ M ,[M,(—6,-3), M,(6,6)] éshté ndaré né tri pjesé t€ barabarta. Caktoji koordinatat e pikave t&
fituara.

25. Caktoji gjatésité e vijave té réndimit té trekéndéshit kulmet e té cilit jané A(2,6), B(14,15) dhe C(8,23).

26. Provo vallé pika A(3,1) shtrihet né drejtézén 3x— 2y — 7= 0.

27. Vizatoji grafikét e funksioneve té€ dhéna me barazimet:
a) x—y=0;b)2x—-y+1=0,c)4x-y+3=0.
28. Shkruaje barazimin e drejtézés, nése éshté dhéné:

2) a__dhen 4;b) @ =120"dhe n=—8;c) @ =300"dhe n=—5.

29. Shkruaje barazimin e drejtézés paralele me boshtin x, kurse né boshtin y prené se V
a) 5 njési; b) -3 njési.

30. Jané dhén barazimet e drejtézés: a) 3x —y—3 = 0;b) I4x -7y + I = 0; c) Caktoje koeficientin
e drejtimit (koeficientin kéndor) dhe segmentin gé e prené né boshtin y.

31. Shkruaje barazimin e drejtézés qé kalon népér pikén e dhéné M dh né boshtin né segment 7, nése:

a) M(-3,6) dhe n =12 ; b) M(1,0) dhe n = -7.
32. Si éshté barazimi i drejtézés nése kéndin gé e formon m

> té boshtit x éshté 90, kurse éshté
paraiele me boshtin y dhe prej saj éshté né largési:
a) 8 njési; b) —4 njési.

33. Né barazimin e drejtézés 4x — my — 7 = (0, caktojé paramettin m, ashtu qé drejtéza né boshtin y té prené segment
me gjatési 14 njési.

34. Né barazimin e drejtézés mx — y — 3m
segment me gjatési 14 njési.

35. Caktoje barazimin e drejtézés qe kalon né ikén A(3,-7) dhe né boshtet koordinative prené segmente té cilat

jang: a) té barabarta; b) njéri ré me 1 madh se tjetri
36. Népér pikén M(-4,3) sh drejtézés paralele me drejtézén x + 2y + 3 = (.
37. Népér pikén N(6 2)s in e drejtéz€s normale né drejtézén x — 4y — 7 = 0.

38. &érmban lartésiné BB té trekéndéshit, me kulme A(2,6), B(-3,1) dhe C(6,0).
39. j htu qé’ prerja e drejtézave (5m + L)t (3m + 2)y= 15 dhe

40. Brinjé @ endeshi_]ane x-y=3=0,2x—7y— 6= 0dhe 2x + 3y+!4 0.
akdeje: a)perimetrin; b) gjatésité e vijave té réndimit
4] @m’ kulmeve té trekéndéshit jané A(-5,8), B(-5,2) dhe C(3,0). Shkruaji barazimet e simetraleve té

brimjeve, kurse pastaj caktoji koordinatat e qendrés sé vijés rrethore té jashtéshkruar rreth trekéndéshit.
42. Cakteji tangensat ¢ kéndeve té brendshme té trekéndéshit brinjét e té cilit shtrihen né drejtézat;

a)x+2y=10,3x~y=-0, x+y—4=0; b) I8+ 16y—17=0, I4x—7y+ 15=0, 5x+ 1Qy—9= 0.
43. Cakto parametrin m, ashtu g€ drejtézat 5x + my — 5m = 0 dhe x + 3y + 10 = 0 formojné kénd prej 45" .
44* Caktoji parametrat m dhe n , ashtu qé drejtéza & + & = | kalon népér pikén A(2,1) dhe me drejtézén
m n

2x —y— [ = () pérfshin kénd prej 45" .
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45,

46.

47.
48,

49,

31,

52,
53.

54,

9
Koordinatat e kulmeve té trekéndéshit jané: A(0,0), B(2, 5 ), C(5,2). Caktoji gjatésité e lartésive.

Shkruaje barazimin e drejtézés e cila kalon népér piképrerjen e drejtézave 5x — 3y — 3 = () dhe

3x+ y— 13 = () dhe éshté normale né drejtézén e dyté té dhéné.

Népér pikén A(-4,12) shkruaj barazimin e drejtézés largésia e sé cilés prej pikés B(-10,5) do t€ jeté 2 njési.
Eshté dhéné pika M(3,-2) dhe drejtéza 2x — y — 3 = 0. Caktoje pikén M simetrike me pikén M né lidhje me
drejtézén e dhéné.

2
Rrezja e drités, e kahézuar sipas drejtézés [ y = 5 X — 4 reflektohet né boshtin x. Caktoje pikén né té cilén

reflektohet rrezja dhe barazimi i drejtézés sipas t€ cilés reflektohet rrezja e drités.

. Shkruaje barazimin e drejtézés e cila éshté né largési \/g prej pikés M(2,3) dhe &shté:

a) paralele me drejtézén 2x — y + 3 = 0; b) normale né drejtézén 3x — 6y — 2=ufl.

Shkruaji barazimet e simetraleve té kéndeve té fituar me prerjen e drejtézave

2x—y—5=0dhe 2x—4y—15= 0.

Caktoje bashkésiné e pikave largésia e té cilave prej pikave A(3,2)dhe B(2,3) éshté e barabarté.
Caktoje bashkésiné e pikave largésia e té cilave deri te drejtézat 3x + 4p% 25 =0 dhe 5x-12y+26=0
éshté e barabarté.

Caktoje barazimin e simetrales sé kéndit t€ ngushté, i formuarprej drejtézave 3x+ 4y —36=0

dhe 4x+ 3y+ 15= 0.

55% Jané dhéné barazimet e simetraleve té dy kéndeve t€ brendshme té trekéndéshit

ABC: x+ 4= 0dhe 4x+ 7y + 5= 0, dhébarazimi3x + 4y = (1 brinjés t& pércaktuar me kulmet

e kéndeve népér té cilét kalojné simetlet e dhéna. Caktoji barazimet e brinjéve tjera té trekéndéshit.

=== ——————————— e

APQLONI prej PERGE (2627 - 1807?) — matematikan dhe astronom 1 vjetér grek. [ishté i
njohurfSipas veprésssé tij Prerjet konike né teté libra, prej t€ cilave e fundit nuk &shté ruajtur. Né kété
vepene zivillonteoriné e lakoreve té rendit t€ dyté, rigoroze dhe t& sistematizuar, me aq térési, ashtu qé
dy'mileniume nuk ka pasur ¢ka té shtohet ose t€ hiqet. Aiika shqyrtuar lakoret e rendit té dyté si prerje
té. rrafshit“'ahe konit t& drejté ( ose i pjerrét) me bazé rrethore. 1 jep edhe sot emrat aktuale t€ atyre
‘prerjeve: elipsa, hiperbola dhe parabola. Sot duke pasur né disponim aparatin analitik, lehté operohet né
kété disipliné dhe véshtiré mund né térési ta kuptojmé madhésiné e veprés sé Apolonit.
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4.3. LAKORET E RENDIT TE DYTE

NE pjesén e paré t€ késaj teme vérejtém se si formohet barazimi i vijés sé drejté, e cila €shté njéra
ndér vijat mé té thjeshta. Megjithaté, vérejtém se barazimi i drejtézés éshté barazim linear, d.m.th.
barazim i rendit t€ paré né lidhje me ndryshoret x dhe y.

Tani do ta shqyrtojmé pyetjen pér formimin e barazimeve té disa vijave té lakuara té njohura si
lakore té rendit té dyté ose prerje konike: vija rrethore, elipsa , hiperbola dhe parabola. Kéto lakore,
sikurse mund té shikosh prej fig. 1 fitohen né prerjen e sipérfaqes konike té drejté me rrafshfé pozita té
ndryshme nra nrei atie edhe emri nreriet kanike

fig.1

Barazimet e kétyre vijave té lakuara jané barazime ¢ shkall€s s¢ dyté sipa ndryshoreve x dhe vy

(koordinatat e pikave), d.m.th. barazime té formés

Ax* + Bxy + Cyp¥'+ DX Ey+ F =0
ku 4,B,C,D,E,F jané numra realé, té paktén njéri prej koeficientéve 4, B,C éshté i ndryshueshém
prej zeros. Prandaj kéto lakore jané té njohiira edhe si lakore té rendit té dyté.

Vérejtje. Lakoret e rendit t& d¥té kafi€ qepé té studiuara qysh prej matematikanéve té vjetér grek
(Arkimedi, Apoloni, Euklidi etj.), edhe ata Kryesishf i kané shqyrtuar si prerje té konit me rrafsh. Interesi pér
studimin detal t€ tyre veganérisht ka qené {'zmadhifar pas zbulimit se planetet I€vizin sipas lakoreve (trajektoreve)
q¢ paragesin elipsa (né fillim t& shekullitgX VIl), dhe prej atéheré ka filluar t& mésuarit e lakoreve té rendit té dyté me
metodat e gjeometrisé analitike.

4.3.1 VIJA RRETHORE. BARAZIMI I VIJES RRETHORE

Pérkufizimin e vijés trethore nga piképamja gjeometrike tani mé e ke té njohur, por té pérkujto-
hemi.
e ———————————————————————————
Pérkufizimi. Vija rrethore éshté bashkési e té gjitha pikave M(x,y) né rrafshin xOy t¢ cilat jané
né largési (é barabarté r prej pikés sé dhéné S(p,q) né até rrafsh.

Me fjalé tjera, vija rrethore K éshté bashkésia

K ={M(x,y)|SM=r} (1)

Pikén § e quajmé gendér, kurse largésiné » rreze té vijés rrethore.
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4 Parashtrojmé detyré, ta caktojmé barazimin e bashkésisé sé
pikave K té pércaktuar me (1). Prej pérkufizimit vijon se pér ¢farédo
M(x,y) piké M(x,y)e K vlen:
2 SM =r , pérkatésisht Wz =r?.

S(p.q) Duke e shfrytézuar formulén pér largésiné ndérmjet dy pikave,
\U * largésiné SM e shprehim me koordinatat e pikave M(xy) dhe S(p.q)
dhe barasiné (1) e shkruajmé né formén:

fig.1 (x=p)+(y-q)°=r’ (2)

Barazimi (2) paraqget barazim té vijés rrethore me gendér
né pikén S(p,q) dhe rreze r, né formén normale. Nése gendra e vijés rrethore puthitet me fillimin e
koordinatave O atéheré p = g = 0 (fig.2) dhe barazimi (2) i vijés rrethoré e fitomformén:

Yy X' +y'=r’ 3)
dhe quhet barazimi qendror iwijés rrethore.
M(x.y)
L > Shembulli 1.\Za fosmojmé barazimin e vijés rrethore me

Oks 5" rreze r =5 dhewgendér né S(2,-4).
\J Ztg_]'idhjea_._h_lése né barazimin (2) zévéndésojmé
r=59=20g=-4,Titojmé (x—2)* +(y+4)’ =25n

» Shembulli 2. Barazimi i vijés rrethore me gqendér né
fig.2 fllimin e kogrdinatave dhe rreze 7 do té jeté: x* + y* =49m

Do té tregojmé se, barazimi\i vijésfrrethore éshté rast special i barazimit té pérgjithshém prej
shkallés sé dyté

Ax*+Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0, 4)
Me té vértetg, nése né barazimin e vijés rrethore (2) i zbérthejmé katrorét e binoméve, fitojmé:
%' +y* —2px-2qy+p*+q’ —r* =0 ()

Duke i krahasuar barazimet (4) dhe (5) pérfundojmé se, barazimi (4) ndoshta do té paraqet barazimin e

vijés rrethore nése jane plotésuar relacionet

A=C#0,B=0, (6)
Ku.ajo e 'ka formén
Ax* + Ay* +Dx+Ey+ F =0, (7
ose nése t€ dy anét i pjesétojmé me A fitojmeé:
2 » D E F
x’+y'+—x+—y+—=0. 8)
YA xRty (

Vijon, barazimet (5) dhe (7), pérkatésisht (8), jané ekuivalente nése pérve¢ (6) jané plotésuar edhe
kushtet:

198



._2 —-2 =3 - — D
=i B o
E E (9)
—-2 = e = = —— >
™4 ST
P +qr2 -r =-£ = rz =,.'.:|2 +|;r2 —
A A

prej ku vijon
2 2 2 2
r=\/p2+q2—£=\/D,+Ez—£=\/D +E 24AF=_1_JD2+52_4AF.
A N44> 44> 4 44 24

Domethéné, barazimi (4), me kushtin 4 =C # 0,B =0, gjeometrikisht Wé:
1° vijé rrethore —nése D*> + E* —4A4F >0

2° piké -nése D> + E* —4A4F =0;
3° asgjé (bashkeési té zbrazét) —nése D> + E* —4A4F < 0.
Barazimin e vijés rrethore né formén (7) e quajmé forma e pérgjithshme it té€ vijés rrethore.

» Shembulli 3. T'i caktojmé gendrén dhe rrezen e vijés

4x* +4y° +80x+12y+9 =

Zgjidhje. Sé pari té provojmeé a éshté plotésuar kushti

Pér koeficientét e vijés rrethore té dhéné kemi:
kushti i paré (6) éshté i kénaqur. Pasi D’ +
éshté i kénaqur edhe kushti i dyté, pra vijo

e barazimi i dhéné té paraget vijé rrethore.
0,D=80,E=12,F =9, qé do té thoté
= 80" +127-4-40-9= 6400 + 144 - 1440>0,
) dhéné éshté barazimi i vijés rrethore. Nése

(9) fitojmé: =—-§-0-—=—10 =——l-2-=—2
i AW

2 ojmé né barazimin (2) dhe e shkruajmé barazimin e

r =1OO+Z—-2—= 100, kurse pastaj @ato

vijés rrethore né formén norma

Vérejtje. Né praktik€, shpeshheré formén e pérgjithshme té barazimit té vijés rrethore e sjellim né formén

normale ashtu qé anétarin ka e linear sipas x dhe y i plotésojmé deri né katror té ploté (kété transformim e ke
shtu pér barazimin e dhéné kemi:

2.2

Ox+12y4+9=0 & x“+y +20x+3y+%=0@

2 2 2 2 ‘
20 (20 2 3) _(3) 4.5
(7] -] (3] 2] 1550 =
3

X
2 3 2
(x+10) +[y+—2-) -100=0 dmth. (c+10) +(y+;J =100m
hembulli 4. Ta caktojmé barazimin e vijés rrethore gé i prek té dy boshtet e koordinatave dhe
kalon népér pikén A(2,1).
Zgjidhje (fig.3). N€ kété rast &shté e qarté se p=g=r, pra me zévéndésimin x,y me koordinatat e
pikés A n€ barazimin e vijés rrethore (2) fitojmé:
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Q=-r+0-r=r*e4-4r+r’+1-2r+r>=r"
S ri—6r+5=0 dm.th. r,=1dhe r, =5.

Prandaj, fitojmé dy vija rrethore té cilat i kénaqin kushtet e
detyrés. Barazimet e tyre jané:
(x=1)*+(y-1*=1 dhe (x-5)*+(y-5)"=25.

» Shembulli 5. Ta caktojmé barazimin e ¥ijéswrethore

e cila kalon népér pikat A(-1,2) dhe B(6,9), kurse gendra éshié
né boshtin x.

Zgjidhje. Pasi gendra S shtfihet né boshtin x,
koordinatat e saj jané p dhe 0, d.m#h. S(p,Q), pré barazimi i
vijés rrethore do t€ jeté: (x—p)” +(y=0)% =r" dmth. (x—p)* +y* = ¥’ . Ditke pasur parasysh até

fig.3

se vija rrethore kalon népér pikat 4 dhe B, koordinatat e tyre e kénaq_in-“baraz’iminse vijés rrethore, pra
kemi: (=1-p)*+2% =r* dhe (6—p)* +9* =r", prej ku _
1+2p+p> +4=36-12p+p  +81 & 14p=112 & 4p=8.
Nése vlerén p = 8 e zévéndésojmé né njérén prej barazimeyé paraprake e fitojmé edhe rrezen e vijés rre-
thore , d.m.th. #* = (=1—8)+2? =81+4 =85 . Barazimi i vijés mrethore éshté (x—8)* + y* =85 .m
» Shembulli 6. Ta caktojmé barazimin e vijés vrethoxeqgé kalon népér pikat A(2,3) dhe

B(-1,1), kurse gendra shirihet né drejtézén I: x — 39— Tl=0.

Zgjidhje. Ta shénojmé me K vijén rrethore té kérkuar. Pasi qendra S(p,q) shtrihet né drejtézén e
dhéné kemi: p — 3q — 11 = 0. Prej kushtit 4& K =5(2 —p)'3 +(3—¢)* =r?, kurse prej
Be K = (-1-p)* +(1-q)* =r* . Dontéthéng, pér pétcaktimin e p, ¢ dhe r fitojmé sistem barazimesh

me tre té panjohura:

4
p==
p-3g=11 p=3g=11 2
p*+q’ Mp-sgl3=r' o {6p+ig=11 o q=—~52—.
P gt 2p—2g42=r" prHqi+2p—2q+2=r" . 65
yoo=—

Vijon, bagzimi)i vijéssfethore té kérkuar éshté: (y — z—)z +(y+ %)3 5,

DETYRA

1. Cilatvija gjeoemtrike jané paraqitur me kéto barazime:
a) x*+y*=0; bx*+y’=1; o) (x=-1)*+(y-1)°=1;
9 (x=D*+y*=1; x> +(y-1)°=1
2. Vizato vijén rrethore dhe shkruaje barazimin e saj, nése jané:
ay p=q=r=1; b)p=q=r=5;, ¢ p=3,9q=5r=3; ) p=q=0,r=2;
d p=-3,q=-3,r=2; e p=-59=3,r=2; ) p=3,q=-5r=2.
200



3. Si éshté barazimi i vijés rrethore me gendér S(-4,-2) e cila kalon népér pikén A(-4,6)?
4. Caktoji koordinatat e qendrés dhe rrezen e vijés rrethore, barazimet e té cilave jané:
a) x'-10x+y’ +12y-83=0; b) X7+ +14v+40=0;
¢) 4x* +4y* —4x-8y—-11=0; ¢) x* +y +6y-7=0.
5. Sjelli né formén normale barazimet e vijave rrethore:
a) x4y -dx=0; b)x*+p’+6y-7=0; c) 144x’ +144y” —648x +960y +565=0.
6. Si éshté barazimi i vijés rrethore e cila éshté koncentrike me vijén rrethore
x*+y* +3x—4y—1=0 dhe kalon népér pikén A(-3,4)?
7. N€ barazimin e vijés rrethore x* + y* —(k —4)x —ky + 2k +5=0, caktoje k, ashtu qé vija rref
boshtin y.
8. NEé barazimin e vijés rrethore x2 + yz +(k+2)x—(2k—-2)y+2k+1=0, caktoje k as
prek té dy boshtet koordinative.
9. Shkruaje barazimin e vijés rrethore e cila i prek té dy boshtet koordinative dhe drejté
(drejtéza né kété rast tani mé e diné se quhet tangjenta e vijés rrethore).
10. Shkruaje barazimin e vijés rrethore e cila i prek drejtézat
y+8=0, 3x—4y+7=0, 4x+3y-24=0.
11. Caktoji piképrerjet e drejtézés x + 3y —7=0 dhe vijés rrethore x> + y° — 8x +27=0
12. Varésisht prej koeficientit & té barazimit kx — y —13=0, shqy
kx =y+3=0

e zgjidhjes sé sistemit:

. Cili éshté interpretimi gjeometei
x?+y? —4x+06y—-12=0

4.3.2. POZITA RECIPROKE E DREJEZESIDHE VIJES RRETHORE

a rrethore jan€ dhéné me barazimet e tyre, atéheré ményra pér konstatimin e
¢ zgjidhjen e sistemit prej njé barazimi linear dhe njé barazimi katror

y=kx+n

Ax* + Ay’ + Dx+Ey+ F =0

q€ tani m&.e ke t€ njohur nga viti i dyté. Pérkatésisht, shikuam se sistemi mund t& keté: dy zgjidhje reale
(drejtéza e prené vijén rrethore); njé zgjidhje (drejtéza dhe vija rrethore kané njé piké té pérbashkét) dhe
nuk ka zgjidhje (drejtéza dhe vija rrethore nuk kané pika té pérbashkéta).
Tani do ta shqyrtojmé pozitén reciproke té drejtézés dhe vijés rrethore duke shfrytézuar aparatin e
gieometrisé analitike. Le t& jené dhéné vija rrethore
K: (x=p) +(v—¢q)° =r*
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dhe drejtéza
l:y=kx+n -né formén eksplicite,
0se
kx—y+n =0 -né formén e pérgjithshme.

Nése me d e shénojmé largésiné e gendrés S(p,q) té vijés rrethore K deri te drejtéza [ t€

mundshme jané kéto tri raste:
a) nése d >r, atéheré /N K =@, dm.th. drejtéza dhe vija rrethore nuk kané pika/té pérba
(fig. 1);

b) anése d = r, atéheré /N K ={T}, d.m.th. drejtéza dhe vija rrethore kang njé piké té pérbashkét
(prekése) T, pérkatésisht drejtéza / éshté tangjenté e vijés rrethore K (fig.2);

c) nése d <r, ateheré [NK ={M,N}, drejtéza dhe vija rrethore k. y pika té pérbashkéta,

d.m.th. drejtéza e prené vijén rrethore K, dhe themi se / éshté sekants’n (fig.3).

<N/ S

kéta

fig.1 fig. 2 fig. 3

Sipas formulés pér largé
K deri te drejtéza [ kemi

(M

b)nése d =7 = |[kp—q+n|=rvk® +1, pérkatésisht (kp—g+n)* =r’(k* +1), drejtéza / do ta

prek vijén rrethore K, dhe atéheré relacioni

(kp—gq+n)* =r’(k* +1) ¥)
do té paraget kusht pér prekje té drejtézés / dhe vijés rrethore K;
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c)nése d<r = |Iq; —g+ n| <r'k® +1, pérkatésisht (kp—q+n)* <r’(k* +1), drejtéza | dhe
vija rrethore K kané dy pika té pérbashkéta.
Né veganti, nése vija rrethore K éshté me gendér né fillimin e koordinatave, atéheré p =g =0,
pra kushtet e sipérme né két rast jané:

a)nése d >r = n’> >r’(k* +1), drejtéza I dhe vija rrethore K nuk kané pika té pérbashkéta:

bynése d =r = n’ =r’(k* +1), drejtéza [ e prek vijén rrethore K dhe relacioni

rz(}’c2 +1) =n’

3)
paraqet kusht pér prekjen e drejtézes | dhe vijés rrethore gendrore K; < V:
€ pérbashketa.

c)nése d <r = n’ <r’(k®+1), drejtéza [ dhe vija rrethore K kané pika t

»Shembulli 1. Ta shqyrtojmé pozitén reciproke té drejtézés | 0 dhe vijés rrethore
K:(x=1)>+(y-2)?=25.

Zgjidhje. Vja rrethore éshté me qendér né pikén S(1 reze r=35. Largésia d prej qendrés
S(1,2) deri te drejtéza éshté:

_p+2+5 8

Pz V2
Pasi d?=32>25=r? vijon d>r, d.
pérbashkéta.
Vérejtje. Deri te pérfundimi i njété do té

dhe vija rrethore nuk kané pika té

gse e shqyrtojmé zgjidhjen e sistemit té barazimeve:

{x+y+5=0 {}"—"‘I_S

2 2 B g g 2 -
(x-1D)"+(y-2)" - +ffFx-5-2)"-25=0 2x" +12x+25=0
Diskriminanta D e barazimit katreg éshté: —200=-56<0, pra vijon se sistemi nuk ka zgjidhje reale,
d.m.th. drejtéza dhe vija rrethor ika t€ pérbashkéta. =

» Shembulli 2. Ta

K:x* +y* —2x—8y 00 .
Zgjidhje. @ e gendrés dhe rrezés sé€ vijés rrethore jané:
1-4+2 1
p=lg=4, . Bérglargésingé prej qendrés deri te drejtéza kemi: d= | | =

. pozitén reciproke (€ drejtézés |:x—y+2=0 dhe vijés rrethore

——=—_ Vijon:
Vil 42
5 . s S g
ad = , dmth. d<r, qé¢ do t& thoté se drejtéza e prené vijén rrethore. Le té jeté

N »N}.T'1 caktojmé koordinatat e piképrerjeve M dhe N. Kemi:
y=x+2 y=x+2
{x3+y’*-2x—8y+2=0 < |x* +(x+2)? —2x-8(x+2)+2=0
35 y=x+2 - y=x+2
{xg -3x-5=0 X5 =3i;jﬁ
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3+J_ ?+f 3-429 ?~J§§)_
—

Vijon, piképrerjet e drejtézés dhe vijés rrethore jané M( ) dhe N( 5

» Shembulli 3. Pér drejtézén | y = kx t'i caktojmé vlerat e parametrit k ashtu gé ajo:
a) e prené vijpn rrethore K : x> +y* +10x+16=0;
b) e prek vijén rrethore;
¢) nuk ka pika té pérbashkéta me vijén rrethore.

Zgjidhje. Koordinatat e gendrés sé vijés arethore jané

h - p=-5, g=0 dhe r* =9. Largésia d prej qefidrés sé vijeés rrethore
T deri te drejtéza éshté:
fe-(5)-0] _ |-5K N 4, 25K
= = osod* =——.
= > JE +(-1)2 V2 k*+1
2
K 7 a) kushti d <r, pérkatésisht o* <#’plat€sohet nése oy <9 &
<+

25k <9k> +9 & 16k <9 & | <%. Domethéné, drejtéza e prené
fig.4

vijén rrethore pér té gjitha vlerat e k ashtu qé: — % <k< % :

‘ . 3
b) Ngjashém sikurse nén a), prej kushtitd'dis= r, fitgjmé k = i-a-. Domethéné, kemi dy drejtéza qé e

prekin vijén rrethore: /1y m%x dhé Il__;-yz—%x. Pikat prekése T, =/, "K, T, =1, nK do t’i ca-

ktojmé si zgjidhje 1€ sistemeve:
3

Itk : ey % G ; S
dhe 4 pérkatésisht, prej ku fitojmé:

x?+y? +10x+16 =0 x2+y* +10x+16=0

;f*(—E ——) dhe T, (-E 5) (fig.4).

c) Pér Ikl '>%, d.mith £ < —% ose k> %, drejtéza dhe vija rrethore nuk kané pika té€ pérbashkéta. =
» Shembulli 4. Ta caktojmé pozitén reciproke té drejtézés 1:x—y+10=0 dhe vijés rrethore

K+’ =1.

Zgjidhje. Ta zgjidhim sistemin e barazimeve:

x—y+10=0 y=x+10
<:> 2
2x°+20x+99=0

x2+y2=1
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Pasi diskriminanta e barazimit katror 2x* +20x+99 =0 éshté D=-392<0, pérfundojmé se drejtéza

dhe vija rrethore nuk kané pika té pérbashkéta. m

» Shembulli 5. Ta caktojmé ordinatén q té gendrés S té vijés rrethore (K):(x—5)* + (y- qr)3 =20,
ashtu gé vija rrethore e prek drejtézén (I):x -2y +1=0.

Zgjidhje. Do ta shfrytézojmé kushtin (2) pér prekje té drejtézés dhe vijés

barazimeve té drejtézés dhe vijés rrethore gjejmé: k = E,n =5; gendra e vijés rrethore &

ku fitojmé g, =8 dhe g, =—-2. Domethéné, ekzistojné dy vija rrethore & cilat
Ky :(x=5)+(y—-8)* =20 dhe K,:(x-5)*+(»

Pérpiqu rezultatin ta tregosh né sistemin koordinatiy. =

DETYRA

1. Caktoji piképrerjet e drejtézés  dhe vijés rrethore K:
a) [:2x-y+2=0, K:(x=5)+(y—-2)*=25; 1=0, K:(x-2)*+y*=16.
Caktoji piképrerjet e drejtézés [ té pércaktuar i , B(-2,0) dhe vijés rrethore K :x? + y* =4.

Shkruaje barazimin e vijés rrethore e ci

Mok BN

Si éshté barazimi i vijés rretho
1:5x—-12y—26 =0, kurse gendra
6. Shkruaje barazimin e vi
2x—y-5=0, 2x-

rret cila i prek brinjét e trekéndéshit barazimet e té ciléve jané
e x—-2y-7=0.

K, e cila i prek drejtézat /, :3x -4y +8=0, /,:12x+5y-6=0, kurse

8. Caktoje 68 rrethore K, e cila kalon népér pikén M(6,8) dhe e pret drejtézén (/):4x+3y+1=0

isén — |,

etrin m, ashtu qé drejtéza x + 3y +m = 0 : a) e prek; b) nuk ka pika té pérbashkéta dhe ¢) ka dy
pérbashkéta me vijén rrethore (x+2)* +(y-1)* =10.

10. Caktgje parametrin g té drejtézés / : ax + 3y — 6 = 0 e cila e prek vijén rrethore X : x? +y'—4=0.

I1. Formo barazimin e vijés rrethore K, e cila éshté koncentrike me vijén rrethore K :x? + y: —4x+6y—-17=0

dhe ¢ prek drejtézén /[ :3x—4y+7=0.
B e e e e
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4.3.3. BARAZIMI I TANGJENTES DHE NORMALES NE PIKEN E VIJES RRETHORE

Né pikén paraprake e shqyrtuam rastin kur drejtéza / e prek vijén rrethore t€ dhéné K né njé piké
té saj M, té cilén e quajmé piké prekése. Nga gjeometria e dijmé se tangjenta t, né pikén e dhéné M prej
vijés rrethore éshté normale né drejtézén qé kalon népér gendrén S t€ vijés rrethore dhe pikés M, d.m.th.
ty LSM (fig.1). Né bazé té kétyre fakteve do ta caktojmé barazimin e tangjentés né pikén e dhéné M
prej vijés rrethore. |

Le té jené dhéné vija rrethore K me barazimin né formén normale

K: (x-p)+(y-9q)=r
dhe pika M(x,,y,)€ K . Drejtéza népér qendrén e vijés rrethore S(p,q) dhe

sM: -y =2"9(x
YN —P

Prej kushtit ¢, L SM,
tangjentés k,, d.m.th.

k, = -
h—4q

35 éshté:
Xy~

fig.1 == P(x__xl)
i —9q
px=x)+n —y-»)=0 @
do ta transformojmé barazimi é ¢ té pérshtatshme pér t&¢ mbajtur mend dhe zbatim. Pasi
M(x,,y,)€ K, vlen:
(o =p) +( @) =r". 3)

Nése i mbledhim et e (3), pas rregullimit, fitojmé:
PYx=x)+n =y —n)+(x -p)’+n—q)=r’ e
V= P)x—x X - plt O ==y + ) -ql=r’ &

(x—p)x=p)+( —)y—q) =1’ (4)

arazimi (4) éshté barazimi i tangjentés sé vijés rrethore né pikén M(x,,y,)€ K .

& vecanti, nése K éshté gendra e vijés rrethore, d.m.th. K :x2+y? =r?, atéheré p=q =0, dhe

barazimi i tangjentés (4) e merr formén:

xx+yy=r’ (5)

»Shembulli 1. Ta shkruajmé barazimin e tangjentés sé vijés rrethore K : x> +y*+2x-19=0,
né pikén 7'(1,y > 0)(T€ K).
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Zgjidhje. S€ pari e pércaktojmé ordinatén e pikés 7 prej kushtit Te K :

P4y’ 42:1-19=0& y =14 Pér shkak té kushtit y >0, e marrim vetém zgjidhjen y =4, pra vijon se
pika prekése éshté 7'(1,4) . Tani barazimin e vijés rrethore K e sjellim né formén normale

(x+1)*+y* =20, prej té cilit, né pajtim me barazimin (4), e fitojmé barazimin e tangjentés sé kérkuar:

I+ (x+D)+(4-0)(y—-4)=20 ose t;:x+2y—-17-0m=

> Shembulli 2. Né prerjen e drejtézés |:7x+y—25=0 dhe vijés rrethore x*
konstruktuar tangjentet. T'i shkruajmé barazimet e tyre.

Zgjidhje. Piképrerjet ¢ drejtézés dhe vijés rrethore jané zgjidhjet e sistemit té barazimeve:
Tx+y=25=0 X =4,x,=3 s i — -
=4 - . Vijon, piképrerjet e drejtézésddhe gvije thore jané:

)S2+_}'2=25 yl:“3,y2=4

7,(4,-3),T,(3,4), pra barazimet e tangjenteve do té jené 1, :4x—3y 3x+4y-25=0.
Shqyrto si éshté pozita reciproke e té dy tangjenteve. =

» Shembulli 3. Prej pikés M(1,6) jané kon
x? +y? +2x-19 = 0.7"i caktojmé barazimet e tangjenteve.

tangjentet e vijés rrethore

y Zgjidhje.
7 re K mund té dy tangjente (fig. 1). Me plotésimin deri
& mé barazimin e vijés rrethore né formén
? =20, pér té cilén S(-1,0) dhe »* =20. Ba-
le té jeté

t:y=kc+n. (1)

uhet t’i caktojmé koeficientét k dhe n.
fig.2 M e t koordinatat e saj e kénaqin barazimin (1), d.m.th. kemi:
6=k+n. (2)
Kushti pér prekje (shihy(2) prej 4.3.3) té drejtézés (1) dhe vijés rrethore K né rastin e dhéné éshté
( n)’ =20(k> +1), pérkatésisht (—k +n)” =20k* +20 ose
19k* +2kn—n*>+20=0. (3)
ktimin e k dhe n e kemi sistemin e barazimeve:
k+n=6
{19&3 +2kn—n*+20=0

(4)

zgjidhjep e té cilave jané: k, :%,kz =-2 dhe n, =%]-,n2 =8. Me zévéndésimin né (1) i fitojmé

tangjentet: 7, :x—2y+11=0 dhe ,:2x+y-8=0m

Para se ta zgjidhim shembullin qé vijon té pérkujtohemi né pérkufizimin pér normalen e vijés
rrethore: Normalja e vijés rrethore né pikén e dhéné prej saj éshté drejtéza qé éshté normale né
tangjentén e vijés rrethore né pikén e dhéné.
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y t > Shembulli 4. Népér piken N(2,3), té térheqim
normale né vijén rrethore K : x> +y> =2x+4y-1=0.

Zgjidhje. Sé pari té provojmé se pika N(2,3) a i takon

N vijés rrethore. Pasi
| B
2’ +3%=2:2+4-3-1=20%0
0 \ X vijon se pika N nuk éshté né vijén rrethore, (fig. 3). Prej

pérkufizmit pér normalen e vijés rrethpre vijon s€ normalja
fig.3 patjetér duhet té kalon népér gendr€n e vijés wéthore (pse?).
Barazimi i vijés rrethore K né formén normale &shté (x—1)°+ @t 2_3.3‘:6 prej ku gjejmé

S(1,-2), r* = 6. Barazimin e normales n do ta caktojmé si barazim 48 drejtéz8s.népér dy pika N dhe S

3+2
[N(2,3),5(1,-2)]. Vijon n: y+2= 71 (x-1) dmth. Sx—y-7%0w
» Shembulli 5. 7¢ caktojmé nén cilin kénd shihet vijdrrethore K - (x—2)" +( y=1)* =13 prej pikés

M(3,6)?
Zgjidhje. Kéndi i kérkuar &shté kéndi ndérmjet tangjenteve € konstruktuara prej pikés M & K

deri te vija rrethore K (shihe zgjidhjen e shembgiilit3). Barazimi i tangjentés le té jeté /: y =kx+n. Prej

kushtit M € [, fitojmé 6 = 3k + n, kurse prej Kushtit pér prekje té drejtézés [ dhe vijés rrethore K kemi:

(2k —1+n)* =13(k” +1) . Domethéné g€ t'i caktojmg k dhe n, e fitojmé sistemin

J' 3k+n=6

: , . Pasi e'zgjidhiim sistémin e sipérm i caktojmé tangjentet: ¢, :2x—3y+12=0 dhe
|2k =14 n)? =13(k> +1)

t,:3x+2y—21=0. Koeficientet ¢ drejtimit té tangjenteve ¢, dhe fjané &, = —%— dhe &, = ~—;— pérkatésisht. Pasi
¥

ky - ky ==1,vijon t, L, Domethéné, prej pikés M vija rrethore shikohet nén kéndin e drejté.m

DETYRA
1. Shkruaje'baraZimin e tangjentés né pikén T prej vijés rrethore K nése éshté:
N e (7-2)% =5,7(23); b K:(x =12+ (p=2)% =10,T(~2,y > 0);

K :(x+1)2 +(y=3)%, T(x>0:0).
2. Shkruaje barazimin e tangjentés né pikén T prej vijés rrethore K, nése éshté:
) K:x*+y2=5D@20); by K:ix?+y? =10,T(=3});
¢) K:x2+y2 =20,D(4,y<0); ¢) K:x>+y> =18D(x<03).
3. Shkruaje barazimin ¢ tangjentés sé vijés rrethore K :x” +1° —6x—10y+29=0 né pikén prekése

T(4.y>5).
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4. Caktoji kulmet e trekéndéshit, né t€ cilin &shté brendashkruar vija rrethore K :x* + y* —2x—2y—8=0, nése
pikat prekése jané, D, (4,2),D,(-2,2) dhe D,(2, —2)

5. Cfaré kéndi formon tangjenta e vijés rrethore K : x> + y* =5, e térhequr prej pikés T(2 1), me drejtézén e
percaktuar me pikat A(2,3) dhe B(-1,-6)?

6. Caktoje barazimin e tangjentés sé vijés rrethore K : x* + y* —2x+4y = 0, normale né drejtézén x -2y +9=0.

2+y2+(_(].1:—2y+6:0, paralele we drejtézén

7. Shkruaje barazimin e tangjentés sé€ vijés rrethore K :x
2x+y=T=0, ,

4.3.4. ELIPSA. BARAZIMI QENDROR I ELIPSES

1. Konceptin elipsé e ke t€ njohur nga gjeometria, gjeografia, fizika etji Kjodakore &éshté me
réndési t& madhe praktike né shumé disiplina, nga arti deri né astronomfi. Pér shembull, objekt rrethor i
shikuar nga perspektiva paraqet elipsé, satelité natyroré dhe artificial 1évizin népér shtigjet eliptike. Prej
atje rrjedh edhe nevoja pér studimin detal té saj.

Pérkufizimi gjeometrik i elipsés éshté ky.

e _____.____ -

Pérkufizimi. Elipsa éshté bashkési e 1é gjithampikayeSM(x,y) né rrafsh té atilla qé shuma prej
largésive deri te dy pika fikse F, dhe F, nga rrafihi i njéjté éshie konstant.

Pikat F, dhe F, quhen pika fokale ose foeusé té elipsés, kurse mesi C i segmentit F|F, -

qendra e elipsés. Domethéng, elipsa éshité bashkésia
[?: W S[MF, + MF, = 2a)

Kété pérkufizim pér elipsémmmund ta vértetojmé me prové me njé ményré shumé praktike té
thjeshté e ilustruar né fig.14

Zgjedhim dy pika fikse F, dhe F, dhe

rreth tyre mbéshtjellim pe me gjatési /,

ashtu q€ peri t€ mos jeté i shtérnguar,

pérkatésisht /> 2-?‘?‘:. Me majén e lapsit
e térheqim perin deri te pika M, kurse
fig.1 pastaj e térheqim népér rafsh duke e
mbajtur perin t€ shtérnguar. Né kété
ményré do ta vizatojmé elipsén (fig. 1b), ku pér ¢farédo piké M vlen:
MF, + MF, + F,F, =1 ose MF,+MF, =1-FF,.

Domethéné, nése pika M léviz népér elipsén shuma MF, + MF, gjithmoné ka vleré konstante / — F}F, .
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y4 Pér ta shqyrtuar elipsén dhe ta pércaktojmé barazimin e saj né
formé mé té thjeshté, mé e pérshtatshme éshté ta shqyrtojmé né

B M
[/-L b sistemin kénddrejté koordinativ té€ zgjedhur pér té cilin fillimi i koor-
= 0 dinatave éshté né gendrén C té elipsés, kurse boshti x kalon népér
fokusét F, dhe F, (fig.2). Nése largésité prej gendrés O deri te njéri
B, dhe tjetri fokus éshté c, atéheré Fj(—c,0) dhe F, (c,0)f Piképrerjet e

fig.2 elipsés me boshtet koordinative jané kulme té elipsés: 4, /A4, me
boshtin x dhe B,, B, me boshtin y.

Segmenti 4,4, quhet boshti i madh, kurse segmenti BB, boshti iWogél pér elipsén. Vérejmé
se, sipas pércaktimeve té sipérme, elipsa éshté simetrike sikurse né lidhje me&beshtin ¢ madh, ashtu edhe
né lidhje me boshtin e vogél. Gjatésia e boshtit t& madh le t€ jeté 2ai(’'a >@), Kurge gjatésia e boshtit t&
vogél 2b, dm.th. A4, =2a, BB,=2b.

Numrin a e quajmé gjysméboshti i madh, kurse b_gjysméboshtii vogél pér elipsén.

Lafgésia &) pikave MeE deri te fokusét,

& | F}JE =1 dhe MF, =r,, i quajmé rreze fokale pér
B M e e pikén, M (fig.3). Do & tregojmé se pér ¢farédo pike
A <\ M(xp)€ E , vlen
Y 5 MF, + MF, =2a (1)
Me té vérteté, nése pika M léviz népér elips€, sipas pérku-
5 *fizimit, shuma MF, + MF, nuk ndryshon gé do t& thoté se
i ajo éshté e njéjté edhe pér pikat 4, dhe B, d.m.th. vlen:
A F, + AF, = BF, + B|F, 2)
Pér shkak té simetrisé té F, dhe F), né lidhje me C, kemi
B/F, =B,F, (3)
pas zévendsimit né (2) gjejmé:
AF, + A F, =2-B|F, 4)
Por, gjithashtu (pér shkak t€ simetris€) vlen
fig.4 A, F; =‘—42_*’:'1_
Pra atéheré prej (4) fitojmeé:
2-BF, = AF, + AF, = AF, + A,F, = A4, =2a
prej ku vijon L
B\F, =a (5)
Tani, duke e zbatuar teoremén e Pitagorés pér trekéndéshin B,CF, gjejmé:
a’=b*+c* (6)
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2. Ta caktojmé barazimin e elipsés. Prej téré asaj qé éshté theksuar sipér vijon se pér c¢farédo
piké M (x, y) prej elipsés vlen:

MF, + MF, =2a @]
Duke e shfrytézuar formulén pér largési ndérmjet dy pikave barasiné e fundit e shkruajmé né formén:
\/(Jc+c)2+y2 +\/(Jc~-c)2+y2 =2a 8)

Barazimi (8) €shté barazimi i elipsés né sistemin koordinativ té zgjedhur, por ajo formé i ©
pérshtatshme pér zbatim praktik, prandaj barazimin (2) do ta sjellim né formén mé té pérs
zbatim.

Pér kété qéllim, s€ pari barazimin (2) mund ta shkruajmé né formén ekui

Jorey +y? =2a=fx=cy +)?

Pas kuadrimit té té dy anéve dhe pas rregullimit fitojmé:

a’ -—c:c=e:ﬁl(x-c)2 +y7,

por duke kuadruar dhe rregulluar pérséri, fitojmé:
(@’ —f:z)x2 +azy2 =a @
g én

Pasi a® =c® +b*, pérkatésisht a® —c® =5” | barasia e fun
b2x2 +a2y2

9

Nése t& dy anét e barazimit (9) i pjesétojmé 0, etitojmé barazimin:

(10)

Barazimi (9), pérkatésisht (10), €
kanonik i elipsés.
Pasi té dy ndryshoxe
drejtpérdrejt vijon simetria
Késhtu, nése

é,forma mé e thjeshté e elipsés dhe e quajmé barazimi gendror ose

¢ fuqizuara vetém me shkallé ¢ift, prej barazimit té€ elipsés (10)

A'M(3,2) shtrihet né elipsé E :8x” +18y” =144, pasi 8-9+18-4 =144, prej
ku menjé /f dhe pikat M, (-3,-2), M,(-3,2), M,(3,~2) gjithashtu shtrihen né elipsé.

aet e elipsés jané piképrerjet e elipsés me boshtet koordinative, koordinatat e tyre i
gjidhje t& sistemit té barazimeve: y=0, b°x” +a’0=a"b’ & x’ =a* & x=+a, pra
A,(a,0); gjithashtu, pér x=0, b*0+a’x*=a’b’ ey’ =b>© y=+b, pra
B,(b,0) dhe B,(-b,0).

Vérejtje. Pér numrat a dhe b né barazimin (10), éshté e qarté se sipas (6), vlen a > b . Nése fokusét e
elipsés jan€ né boshtin y, atéheré vlen b > a (fig.5)
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" Nése prej barazimeve t€ elipsés (9) dhe (10) e shprehim
!
népérmjet x, fitojmé:

: getlala? =32, (11)

F a
Prej barazimit (11) vijon kushti a® — x* > 0, pérkatésisht x* < a”

dm.th. —a < x < a.Domethéné x € [—a,a].

Anasjelltas, nése barazimin (9) e zgjidhim sipas x:

x= i%dbz - y? , fitojmé se y € [-b,b]. Vijon sépikat prej elipsés

A 0O |4, x
F

B, gjenden né drejtkéndésh t& kufizuar me drejtézat: x&+a dhe y=+b.

fig.5 _
» Shembulli 1. 7i caktojmé& boshtet, kulmet dhe fokusét e elipsés

E:x*+4y*=16.
2 2

Zgjidhje. Barazimin e elipsés E e sjellim né formén nermale, d.m.th. %+y7=1’ prej ku

a’ =16 dhe b* =4, domethéné boshti i madh éshté 2a = 8ykufse boshti i vogél éshté 2b = 4, ndérsa

kulmet jané né pikat: 4,(—-4,0), 4,(4,0), B, (0;2YdheB,(0,—2) . Koordinatat e fokuséve i gjejmé prej

kushtit: a® =¢? +b* & c=+ya® -b* _prej ku fitojmé: c=+/16—4 =+24/3 , pra FI(-—?.JE,O) dhe
Fy(24/3,0)

» Shembulli 2. 7¢ formojmé baragim té élipsés nése jané dhéné gjysméboshti a =5 dhe largésia e

Jfocuséve deri te gendra e elipsés ¢ =3.
Zgjidhje. Eshté e nevojshme ta caktojmé gjysméboshtin b. Pasi b’ =g’ —¢?=25-9=16

2 2
barazimi i elipsés &shtéf s =1 u
25 16

» Shembulli 3. Téformojmé barazimin e elipsés, nése dihet se a+b =25 dhe ¢=5.
Zgjidhje. Dubet t’i caktojmé gjysméboshtet a dhe b. Prej sistemit

[a+b=25 a+b=25
,‘;]'2--&;2 =5 az—bzz25
2 2
fitojmg a =13, b=12, pra barazimi i elipsés éshté: A AT
169 144

» Shembulli 4. Né elipsén E : 4x* +25y” =100, té caktojmé piké abshisa e sé cilés éshtée —3.
Zgjidhje. Me zévendésimin e drejtpérdrejt né barazimin e elipsés, fitojmé:

4(=3)* +25y =100 & =%,d.m.th. y:i%.

212



Domethéng, fitojmé dy pika M, (—3,%) dhe M,(-3,- %) , t€ cilat jané simetrike né lidhje me boshtin x.

Vérejtje. Herési i largésive fokale 2c dhe boshtit té madh 2a, quhet ekscentriciteti numerik d.m.th.

e:Z—(":E dhe pasi ¢ <a, vijon £<1.Nése & =0, atéheré ¢=0, pra b = a, edhe né até rast barazimi (4) kalon
a

a

xl‘ 2

né =4 y_z =1 ose x’ + y* =qa” qé paraget barazimin e vijés rrethore. Domethéné, vija rrethore éshtg
a a

elipsés me ekscentricitet numerik zero, d.m.th. a = 5.

A

FI Oj
P,

fig.4

2
PR =1p, dmh, [gp=2 |
a

éshté gjysméparametri.

DETYRA

1. Formo ipsés nése dihet se 2a = 30 dhe 2¢=18.

2. in e elipsés nése éshté dhéné a+b =9 dhe 2c=6.

3. barazimin e elipsés, nése largésia fokale éshté 8, kurse gjysméboshti i vogél 3.

4. Fo arazimin e elipsés nése éshté dhéné ekscentriciteti numerik g = 1 dhe gjysméboshti i vogel b=4.
3

5. Si éshté barazimi i elipsés, nése jané: a) g—b=3,¢= = ; b)a+b=e=—.

6.

9
Shkruaje barazin in e elipsés qé kalon népér pikat: a) M(2,0), N(1,2); b) M(4,~5— ), N(E'J_g,z ).
3
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7. Caktoje ekscentricitetin numerik dhe parametrin e elipsés E :4x* +9y* =36.
Caktoji koordinatat e kulmeve té elipsés, nése éshté dhéné a—c=6 dhe b=12.
9. Caktoje pozitén e pikés M dhe elipsén E, nése:
a) M(22), E:5x* +20y” =10; b)M(1,6), £:9x* +16y* =144; ¢) M(1;-1), E :4x* +9y” =36.
10. Njehso syprinén e katérkéndéshit kulmet e té cilit jané fokusét dhe skajet e gjysméboshtit & vogél té elipsés

E:9x* +25y% =225.

11. Si éshté barazimi i elipsés E, nése gjysméboshti i vogél prej fokuséve shikohet nén kéndin nése
boshtet e elipsés. Caktoji

éshte a=~/6?
12. Rreth elipsés éshté jashtéshkruar drejtkéndéshi brinjét e té cilit jané paralele

koordinatat e kulmeve té drejtkéndéshit.
. Caktoji piképrerjet e drejtézés [ : 2x — y — 6 = O dhe elipsés £ : 4x” + 9y’

{y=kx+n

i’ +a*y* =a*h?

Diskriminanta e barazimit katror ésl

e barazimit katror, kurse me (€ ed
D>0, D=0dhe D<0. ), shenja e D varet vetém prej shenjés sé shprehjes
a’k® +b* —n?, 2)

pra vijon:

1° nése D >0 d.m.th. a’k* +5b* > n”, barazimi katror ka dy
zgjidhje, domethéné drejtéza / e prené elipsén né dy pika, d.m.th.
INE={M,,M,}.
o 2° nése D=0 dmth. a’k>+b” =n", atéheré barazimi /
dhe elipsa E kané njé piké t€ pérbashkét, d.m.th. /" E ={T}, kurse
relacioni

fig.| la2k? + b = n? 3)

paraqet kusht pér prekje té drejtézés / dhe elipsés E.

3° nése D <0 dmth. a’k’ +b* <n’, atéheré drejtéza I dhe elipsa E nuk kané pika t& pérbashkéta,
dmth. INE=O. '
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» Shembulli 1. Jané dhén drejtéza 1:3x—y+2=0 dhe elipsa E :4x> +16y” = 64. Si éshté
pozita e tyre reciproke?

2 ]

Zgjidhje. Barazimin e elipsés e sjellim né formén -f—6—+l4-—= 1, prej ku a =4,b =2, kurse prej

barazimit t€ drejtézés y =3x+2 kemi k=3,n=2 dhe me zévendésimin né barasiné (3) fitojmé
16-9+4 >4, dmethéné drejtéza / e prené elipsén E né dy pika, dm.th. /N E ={M,,M,}. inatat e

M, dhe M, i gjejmé si zgjidhje té sistemit té barazimeve:
‘_—2 = ——
3x—y+2=0 =3x42 Y » Va 7
T e - 37 Domethéné M, (0,2dheNl, (o> o) m
4x* +16y° =64 37x* +48x=0 vo20. x o 8 7 37
= R

> Shembulli 2. Eshté dhéné drejtéza (I):x+y-n=0 dhe ¢

caktojmé n ashtu qé drejtéza | ta prek elipsén E.
Zgjidhje. Prej barazimit té elipsés £ fitojmé se a’ =

(/) kemi k= 711, pra atéheré me zévendésimin né barasinéy3)
16(=1)>+9=n" d.

Barazimi i drejtézés éshté x+y+5=0m

» Shembulli 3. Pér cilat vler
E:7x* +9y* =1, nuk kané pika té

ientit k drejtéza |:kx—y+11=0 dhe elipsa

é drejtézés () éshté y = ke+11, prej ku n =11, kurse

2 2
té xT+£1__-_1, prej ku gjejmé qo? =%dhc b* =%. Atéheré,

7 9

Prej njé pike g€ nuk shtrihet né elipsé, mund té térhigen dy tangjenta deri te ajo
isht sikurse te vija rrethore). Barazimi i kérkuar i tangjentés le té jeté (/):y=kx+n. Prej
barazimit'té elipsés x* +4y” =100 kemi a” =100 dhe b> =25. Pika M € /, prandaj 7 = —2k +n.
-2k+n=17 2 3 25 25

, fitojmé k ==k, =—=,n =—.,n, =
100k> +25=n* . T ! 27 4

Me zgjidhjen e sistemit té barazimeve { g 3

Vijon, barazimet e tangjenteve jané: ¢, : 2x—3y+25=0 dhe t,:3x+8y—50=0m
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» Shembulli 5. Si éshté barazimi i elipsés E, nése jané dhéné barazimet e dy tangjenteve té saja:
t,:3x=8y—~25=0 dhe t,:4x+6y—-25=07?

2
Zgjidhje. Pasi elipsa i prek té dy drejtézat, me zévendésimin e £, =%, n =—28£ dhe k, = ﬂg ;

94° y2 625
5 : o W ; o 0 T ea
n, =— né barasiné (3), e fitojmé sistemin e barazimeve: "
4a*> , 625
L o
9 36
I s [T LT m 2 2 25 o ww . ax - . x2 4y2 F
zgjidhja e té cilit éshté ¢° = 25 dhe p* = L pra barazimi i elipsés E éshté: E : 2—5+ = =1u

DETYRA

1. Caktoji piképrerjet e elipsés E dhe drejtézés / , nése jané :
x2 yl xz 2 x?.
a) E:T+?=l dhe /:y=4x; b) E:?+y—l+=l dhe /:x=3; 0)"E:7§~+y2 =1dhe /:y=3.

2. Cakto pozitén reciroke (€ drejtézés / dhe elipsés E, dhe nése Kané pika 8 pérbashkéta, caktoji nése jané:
a) 1:3x+y—9=0dhe E:27x> +6y> =162; ) F32x— y46=0dhe E:4x> +9y> =324.

3. Né barazimin e drejtézés / : y = —x + n caktoji vlerat e parametrit n, ashtu qé drejtéza [: a) e prené elipsén E;
b) e prek elipsén E; ¢) nuk ka pika té pérbashkéta me elipsén E, nése elipsa E éshté E : 3x* +2y* =60.

4. Né barazimin e drejtézés /:y= -ix_+ %, caktoje k ashtu g€ drejtéza [ éshté tangjenta e elipsés
E:9x* +16y* =144 .

5. Shkruaje barazimin e elipsés, e cila\g prekidrejt€zén / dhe kalon népér pikén M, nése éshté:

. 4 3

a) [:4x+15y-25=0 __c_lheM(E,_%_—._,); b)/:x+4y-8=0 dhe M{-2,-—2- ).

6. Drejtéza [ : x + y —5:=4807 ¢ prek elipsén E, fokusét e sé cilés jané F,(—3,0), F,(3,0). Formoje barazimin
e elipsés E.

7. Eshté dhéné barazimi itangjentés f:2x+3y—2 =0 té elipsés £:x* +4y” = K . Caktoji gjysméboshtet
dhe kodrdinatat eipikes prekése D.

8. Shkruaji barazimet e tangjenteve té térhequra prej pikés P deri te elipsa E, nése jané:
SN (5%) dhe E : x* +9y” =225; b) P(-4,0) dhe E :3x” +3y* =12.

9.9 Fofmoje barazimin e elipsés, € cila i prek drejtézat [, : x+4y—25=0 dhe /, :4x+9y—-75=0.

10. Calktoje barazimin e tangjentés sé elipsés £ : x” +4y” =10, e cila éshté paralele me drejtézén
[:3x+2y+7=0.
11. Caktoje barazimin e tangjentés sé elipsés E :3x” + 4y’ =120, e cila éshté normale né drejtézén

1:2x-y+7=0.

T T e e e e A R e B
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4.3.6. BARAZIMI I TANGJENTES DHE NORMALES N PIKEN E ELIPSES

Le t€ jené dhéné elipsa £ me barazimin
E:b*x*+ a*y? = a*p?
dhe pika 7'(x;, ) prej elipsés. Duhet ta caktojmé barazimin e tangjentés ¢ t¢ elipsés né pikén T (fig.1).

Barazimi i drejtézés ¢ le té jeté dhéné me barazimin né formén eksplicite
o y=hkx+n.
Koeficientét k£ dhe n do t’i percakt()]m rejtéza

~d rej kus
T, dhe elipsa t€ kené njé piké t& pérb érkatésisht
/— sistemi 1 barazimeve
0 > y=kx+n
\ ‘/V bx? +a*y? Q
t€ keté njé zgjidhje té vetme.
Bul Nése y prej bar Cpar€ e z€vendésojmeé né té dytin, pas

rregullimit e fitojmé a:

3)
4)
-n*=0 dmth. @’ +5%=n (5)
2 2
, koordinatat e pikés prekése jané xp= —Ea—, W= 2— , prej ku
- n n
2 2
k:—ble, nall (6)
ay, b
Né ¢ Caktuara pér k dhe n i z€vendésojmé né (1) fitojmé:
2 2
=- bzx] X +£— (7)
ay B g
b2x,x + azy,y =a’bh?, (8)
ose
y Y
blz =1 9)
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Barazimi (7) éshté barazimi i tangjentés sé elipsés né formén eksplicite, barazimi (8) éshté
barazimi i tangjentés né formén e pérgjithshme, kurse (9) éshté forma segmentale e saj.

Normalja e elipsés né pikén 7'(x,y,) €shté normale né tangjentén e elipsés né pikén 7, pra

barazimi i saj éshté:

2
a
Y- =b—zi’7'(x~xl) o)

» Shembulli 1. Ta shkruajmé barazimin e tangjentés t né pikén 7(8.3) prejd elipsés
E:x*+4y* =100. o
Zgjidhje. Prej barazimit t€ elipsés kemi a* =100, b* =25, kurse Koordinatat efpikés prekése
jan€ x, =8, y, =3. Nése kéto vlera i zévendésojmé né (6) fitojmé:
25-8x+100-3y =100- 25, pérkatésisht 7:2x+3y—-25=0m

> Shembulli 2. T’ shkruajmé barazimet e tangjentés dhe normales né pikén T(2,y <0) prej elipsés
(E):2x* +8y* =16.
Zgjidhje. Pasi Te E=2-2°+8y>=16, prej ki y =4l. Prej kushtit y<0 vijon se pika
prekése éshté T(2,—1). Atéheré barazim i tangjentés éshtéi ¢ : x—2p—4=0.
Normalja e elipsés né pikén T e ka barazimin ngy +1=-2(x —2), pérkatésisht 2x+y—-3=0.
(Si éshté fituar koeficienti £ i normales?) m

» Shembulli 3. 7°i shkruajmé barazifnet exangjenteve té elipsés E : 2x” +3y* =120, ¢ cilat prej
boshteve té koordinatave prejné segmeiita té barabarté.

Zgjidhje. Drejtéza e cila pfené ségmente té barabarté né boshtet koordinative e ka barazimin:
-—‘!—;}i =1, pérkatésisht x + y —m =0, préj ku fitojmé se koeficienti i drejtimit éshté¢ k =—1, kurse
m m
segmenti né boshtin y €sht€ “we=m. Prej barazimit t€ elipsés fitojmé a’ =60 dhe b* =40. Nése

madhésité e caktuara i@8vendésojm® né kushtin pér prekje té drejtézés dhe elipsés ( a’k” +b* =n"),
fitojmeé
60-(-1)*+40=m*, m==10.
Domethéné kemi dy tangjente t€ cilat e kénaqin kushtin e detyrés. Barazimet e tyre jané:
t,:x+y~10=0 dhe ¢, :x+y+10=0m

> Shembullid. 7¢ formojmé barazim té tangjenteve né piképrerjet e drejtézés |1:x+2y—7=0 dhe
dipses\E %2.+4y° =25.
Zgjidhje. Koordinatat e piképrefjeve jané zgjidhje té sistemit té€ barazimeve
{'sz:? {x=?—2y B =Shk=1
=

= . Domethéné, piképrerjet jané
x* +4y* =25 (7-2y)* +4y* =25 y,=2,y3=%

M, (3,2)dhe M2(4,i) , pra barazimet e tangjenteve jané #,: 3x+8y—25=0 dhe 1,: 4x+6y—25=0.m
2
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DETYRA

1. Shkruaje barazimin e tangjentés ¢ t€ elipsés £ né pikén e saj prekése nése:
2

il 2 2

a)g:3_"2.'+% =1 dheT(4,3);b)g;§’55_"+§ =1 dhe T(3,y<0);c) E:16x* +25y* =400 dhe T(Z4,y>0)

2. Formoji barazimet e tangjentés dhe normales né pikén e dhéné t€ elipsés, nése éshté:

3 8
a) E:x*+4y’ =20 dhe T(4 y<0); b) £:4x* +25y° =400 dhe T(x <0, E);

¢) E:3x?+4y’ =28 dhe T(2,3).

3. Nécilén piké té elipsés E :3x” +4y* =12, kalon normalja népér fokusin e elipsés s¢

4, Caktoje koeficientin X té drejtézés y = kx + 2, qé ajo té jeté normale e elipsés E :
1
5. Saduhet € jeté n pér drejtézén y = ?2- X+ n qé té jeté normale e elipsés E:

6. Drejtéza [:2x—y—1=0 aéshté normale e eﬁpsés E:3x* +4y* =487
7. Shkruaje barazimin e elipsés, nése éshté dhéné gjysméboshti i madh &= 6 dhe enta f:x+y—9=0.

8. Shkruaje barazimn e elipsés nése éshté dhéné éjysméboshti 1 vog fangjenta r:
a) b=2, t:3x+10y-25=0; b) =10, @:

9. Shkruaje barazimin e elipsés, nése éshté dhéné gjysmé e tangjenta f:

té pérmendura fare pak. Por, kjo nuk do té thoté se ajo éshté me réndési té
hiperbolés éshté veganérisht e réndésishme pér astronoming, sistemet radio

imi gjeometrik pér hiperbolén éshté ky.

érkufizimi. Le (¢ jené F, dhe F, dy pika fikse né rrafshin X dhe le té jeté F\F, =2c.
Hiperbola éshié bashkési e 1é gjitha pikave M(x,y) né rrafshin X ashtu qé madhésia absolute e ndryshimit
té largésive prej M deri te F, dhe F, éshté konstante dhe e barabarté me 2a (a<c).

Domethéné, hiperbola éshté bashkési

H ={M(x,y)e r{ [MF, -ﬁz’] =2a}
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Pikat F, dhe F,quhen fokusé té hiperbolés, kurse lartgésia ndérmjet fokuséve FF; quhet largésia
fokale. Mesi O pér segmentin F|F, quhet qendra e hiperbolés.

Analogjikisht sikurse te elipsa, pér ta caktuar barazimin e
M(x,y) hiperbolés, sistemin koordinativ xOy e zgjedhim ashtu qé

N gz i fokusét t€ shtrihen né boshtin x, y €shté simetralja e largésisé
fokale F,F,, kurse fillimi i koordinatave éshté @€ gendrén C €
hiperbolés (fig. 1). Atéheré fokusét kané koordinata Fy(—c,0)

dhe F,(c,0). Pikat 4, dhe 4, né & ‘cilat hiperbola e prené

boshtin x, jané kulmet e hiperbolés.

fig.1

Do té tregojmé se largésia M =2a. Me & vérteté, sipas pérkufizimit, pér pikén M t€
cfarédoshme nga njéra degé e hiperbolés, pér shembull prej t€ djathtés, ndryshimi W—ﬁ ka vleré
konstante 2a. Por, ajo duhet té vlejé edhe kur né vend t& M .dota,marrim pikén 4,, kurse at€heré kemi:

AF, — A F, = A,F, - A K = 4, 4,5 2a .

Vijon koordinatat e kulmeve jané 4,(-a,0) dheé,4,(a,0)

Largésité ﬁ =7, dhe MF, =r, i quajméwreze fokale pér pikén M. Prej pérkufizmit t&
hiperbolés kemi:
[MF, —MIF;| = 2ahd m.th. |1, ~r,| = 2a (a>0) (1)
por, pér brinjét e trekéndéshit F FyMvlen jobarasia |r] —rz|<2c, pra vijon 2a<2c. dmth a<c.
Tani, né pajtim me formulén pér gjatési ndérmjet dy pik?ve, prej relacionit (1) e fitjimé barazimin

W(x"+ c) Pyt —J(x-c)z + | =2a. 2)

Barazimi (2) paraqet barazimin e hiperbolés. Por, forma (2) nuk éshté e pérshtatshme pér zbatim

praktik, prandaj/barazimin®2)" do ta transformojmé deri né formé mé té thjeshté.
Sé pari, barazinin (2) e shkruajmé né formén:
,,/(x+c)2 +y? —\[(Jc—c)2 +y? =%2a

w{(x+c)2 +y? =_?.a+’,/(1|c-~c)2 +y2 i

Pas kuadrimit t€ dy anéve dhe pas rregullimit fitojmé:

pérkatesisht

ex—a*= tay(x - ¢)? +y?
Pérséri duke kuadruar dhe rregulluar e fitojmé barazimin:
(c* —a*)x? —a’y? = a’(c’ -a?).

Pasi ¢>a vijon ¢> —a® >0 , pra duke vénduar ¢* —a® =b? barazimi i fundit e fiton formén:
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b2y2 _azyz = a’h? 3)

0se

Pérkatésisht, nése M(x,y)e H , vijon se edhe pikat M,(-x,y), M,(x,—y) dhe —y) gjithashtu i

takojné hiperbolés. )
Pér shembull, pika M (3«[5 ,2) , shtrihet né hiperbolé % 2 S

% Al
@—2 =E—i=2—l=l, por edhe pikat M1(—3\/§,2). M,(3 e M3(—3'\/5,—2) gji-

9 4 9
thashtu shtrihen né hiperbolé (provo).

Nése baraz jiperbolés (3) e zgjidhim sipas y,
4 fitojmé:

y=i£\/x2—a2 ; (5)
a

j kétifpbarazimi mund t€ pérfundohet se hiperbola

fizuar pér x* —a’ 20 & |x2a, dm.th. pér

Q
=Y

Arf 4
ose x=a, qé do té thoté se pikat e saja né rrafshin

gjenden majtas prej drejtézés x = —a dhe djathtas pre)

drejtézés x = a. Domethéné, hiperbola éshté lakore e rendit
fig2 té dyté e cila pérbéhet prej dy degéve, qé nuk ishte rast te vija
iképrerjet e Biperbolés me boshtin x jané pikat 4,(—a,0)dhe 4,(a,0), kulmet e
2a e quajmé boshti real, kurse gjatésiné BB, =2b, ku B,(0,~b), B,(0,b)

hiperbolés. Gjatésin

dhe b* =¢? @€ boshti imagjinar (pasi ai nuk i pérmban pikat e hiperbolés) (fig. 2)

numerik, d.m.th.

[

g (6)
2a a

Pasi pér hiperbolén kemi c>a, vijon [¢>1]. Gjithashtu, pasi

X
T =a*+b’,dmth. c=+a’+b?, vlen
E:E.—_ ﬂ‘+b‘ = l+£;-' (?)
a a a”

fig.3
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Ekscentricitetin numerik € pér hiperbolén e cakton ,,hapja’” e degéve té hiperbolés. Pérkatésisht, nése gjaté

gjysméboshtit t€ fiksuar @ zmadhohet ekscentriciteti, at€heré zmadhohet raporti — (pérkatésisht b), kurse me té
a

zmadhohet hapja e hiperbolés (fig. 3).

» Shembulli 1. Eshté dhéné gjysméboshti real a =4 dhe gjysméboshti imagjinar b=3. Ta

caktojmé barazimin e hiperbolés, koordinatat e fokuséve dhe ekscentricitetin numerik.
2 2

Zgjidhje. Barazimi i hiperbolés do t€ jeté -;% —% =1 ose 9x* —16y* =144,
c=%4/16+9 = x5, pra fokusét jané F|(—5,0) dhe F,(5,0), kurse ekscentricitetimumerik & =% =

Hiperbola ka edhe njé veti, e cila deri mé tani lakoret ¢ mésuara téxendit tésdyté nuk e kané.
Pérkatésisht, kur abshisat e pikave té hiperbolés pakufi rriten sipas vlerés absoluté ordinatat pérkatése

b b .
afrohen deri te drejtézat y =—x dhe y =——x , kurse ato jané drejtézat q& i pérmbajné diagonalet e
a a

paralelogramit PORS me brinjé 2a dhe 2b(fig. 4). Domethéné, nése pika M(x,y) léviz népér

. ) b
hiperbolé duke tentuar né pakufi, at€heré ajo afrohet riga njéra prej drejtézave y = ——x ose y =—x.
a a

b
Drejtézat té cilat e kané kété veti i quajmé asimpteta té hiperbolés. Vijon, drejtézat y = ——x dhe
a

y =—Xx jané asimptota pér hiperbolén t& dhéné mebarazimin
a

> Shembulli 2./ Eshtésdhéné hiperbola 4x* —9y* =36. T'i caktojmé gjysméboshtet, koordinatat
e fokuséve dhe barazimet e asimplotave, kurse pastaj ta vizatojmé hiperbolén.

b7 | Zgjidhje. E shkruajmé hiperbolén né formén kanonike
PPy / x—;-—yTz:l, prej ku i pércaktojmé gjysméboshtet a =3,
3 :,A" I oY =0, dhie =50 A =413, pr fokuset jane F,(—/13,0)
o ! dhe F, (E,O). Barazimet e asimptotave jané y =§x dhe
2
figa y= —Ex (fig. 4)m

» Shembulli 3. Eshté dhéné hiperbola me barazimin H :x*—4y* =12. Ta caktojmé gjatésiné e kordés
qé kalon népér njéré prej fokuséve té hiperbolés dhe éshté paralele me boshtin y.
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Zgjidhje. Analogjikisht sikurse te elipsa edhe kétu gjatésia e kordés sé kérkuar quhet parametri i

el i

b
hiperbolés H, e cila shénohet me 2p dhe pér até vlen 2p=-"—, ndérsa p=-— quhet
a a

2

gjysméparametri i hiperbolés H (béje vizatimin dhe vérteto se p =—). Prej barazimit t€ hiperbolés
a

2 2
%-%:] kemi a2=12, bz=3,pra fitojmé p =

IQ‘&
]

3
,08e p=
243
> Shembulli 4. Ta shkruajmé barazimin e hiperbolés H, nése jané dhéné bar@zimet e asimptotave

4
1ésaja y = i‘v?:x dhe largésia fokale 2¢ =20.

Zgjidhje. Pasi 2c=20 =>c=10, kurse a’ +b° =100. Pastaj préjsbaraziméve té asimptotave

4 - # =, 00 ™ Vs
y=t—x kemi E:i Prej sistemit té barazimeve rar=l fitojmé Ja” =36, b> =64 . Vijon,
3 a 3 3b=4a '
rZ 2
barazimi i hiperbolés éshté ~——2_ -1 =
36 64

»Shembulli 5. Ta shkruajmé barazimin e hiperbolés gé kalon népér pikat M,(2,1)dhe M,(10,7).
Zgjidhje. Prej kushtit té pikave M, dié M, Wakojné hiperbolés vijon se koordinatat e tyre e
kénaqin barazimin e hiperbolés b x* — az_y-z - a!‘bz_, d.m.th. e fitojmé sistemn e barazimeve:
4b2 _02 :azbz e 30 4R " AT - 2 2 T o -
. , .. zgjidhjaye #€ cilit,éshté a” =2, b° =1, pra barazimi i hiperbolés &shté
1006° —49a" = a"b*

x*-2y*=2m

> Shembulli 6. Ta'ed@kiojmé barazimin e hiperbolés barabrinjése qé kalon népér pikén M(3,-1).
Zgjidhje. Hiperbola baFabrinjése éshté ajo hiperbolé pér té cilén boshti real dhe imagjinar jané

2 2
t€ barabarté ndérmjet veti, d.m.th. 2a = 2b. Domethéné barazimi i saj éshté H:—x—i-—y—zzl. Pasi
a a
9 1 2 . P - sy m i )C2 yl
Me H = — —~—5=1 = a° =8, pra barazim i hiperbolés H do t& jeté: —8———8—=1 ose
a a
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DETYRA

>

224

Vérejtje. Nése fokusét e hiperbolés jané né boshtin y, d.m.th. né
pikat F (0,~c), F,(0,c), gjysméboshti real &shté a, kurse gjysméboshti

imagjinar éshté b, atéheré barazimi i hiperbolés &shté

a’x’-b’y* =-a’b* ose .Y -}
Ng kété rast asimptota jané drejtézat: y=:|:3 x, kurse ekscentriciteti pérséri

éshté ¢=C . Grafiku éshté sikurse né fig.5.
a

Shkruaje barazimin e hiperbolés H nése éshté dhéné:
a) Gjysméboshti real @ = 6 dhe gjysméboshti imagjinar b = 4 ;
b) Largésia fokale &shté 10, kurse gjysméboshti imagjinarb = 3 ;

¢) Gjysméboshti real éshté 8, kurse ekscentriciteti numerik Ef.i:% :

Cakto gjatésité e gjysméboshteve, koordinatat e fokuséve dhe barazimet e asimptotave té hiperbolés H, nése
gshé: a) H :16x” —9y* =144;b) H : x* —16y° =16,

Shkruaje barazimin e hiperbolés H, e cila kalon u€pr pikat M, (6,—1) dhe M, ("*3,2\/5) :

Cfaré shenje ka trincmi b’x* —a’y* — a-gfix‘jaér bashk@siné e pikavei:

a) ndérmjet dy degéve té hiperbolés;_ B) né brendésingé e njérés degé té hiperbolés?

Si éshté barazimi i hiperbolés H, néSefokiisét e saj jané né boshtin y, kurse largésia fokale éshté 100, ndérsa
boshti real i hiperbolés éshté 647

Formo barazimin e hiperboléibarabrinjése, nése largésia fokale éshté 32.

Shqyrto pozitén e pikésV né [idhjé"me;hiperbolén H, nése éshté dhéné:

a) M(-3,0)dhe H :Tx>=9V™&63; b)M(6,-2)dhe H :11x* —25y* =275;

c) M(2,4) dhe H*16% —53°#19.

Shkruaje barazimin géndtor té hiperbolés,nése:

a) ¢ =23 dhekéndi ndérmiet asimptotave @ = 60°; b) = 443 dhe p =120°

Shkruaje Parazimin e hiperbolés H, nése c=2, kurse fokusét e saj puthiten me fokusét e elipsés

B
E : = + 2 =](ato jané konfokale).
g5 9

. Formo barazimin e hiperbolés H, nése jané dhéné asimptotat dhe fokusi F,(c,0) :

3 5
a) y=x—x, c=5; b) y=t—x, c=13.
)y 2 )y 3

Caktoji piképrerjet e drejtézés / dhe hiperbolés H, nése éshté:
a) /:4x-3y+36=0 dhe H:36x” —-81y* =2916; b) /:2x-y—10=0 dhe H:x* -4y* =20.




4.3.8. POZITA RECIPROKE E DREJTEZES DHE HIPERBOLES

Né ményré analoge sikurse te elipsa, pozitén reciproke té drejtézés /: y =kx+n dhe hiperbolés

H:b*x* —a’y* =ab? do ta caktojmé me diskutimin e zgjidhjeve té sistemit té barazimeve

{y=kx+n

2 3 2
b’x* -a’y* = a’h’

Pas zévéndésimit té y prej barazimit té paré té hiperbolés dhe pas rregullimit,
(b? —a*k*)x* —2a*knx—a*(b* +n*) =0

Diskriminanta e sé cilés éshté D = 4a’b*(b* + n* —a’k?).
I. Le té& jeté b* —a’k” #0. Zgjidhja e barazimit katror, por ¢ dhe zgjidhjet e
sistemit (1) varen prej asaj si éshté vlera e diskriminantés pérkatése, d.m'th. agshté D >0,D = 0ose

D <0.
Pasi 4a’h® >0, shenja D, kurse me té zgjidhjet ¢ si @ dhe pozita reciproke e drejtézés
dhe hiperbolés varen prej shenjés sé shprehjes
b+ 3)

dhe megjithaté kemi:
1° nése D>0, dmth. a’k’ —b>
INH={M,M,}(fig.1);
2° nése D=0 dmth. a’
dmth. InH={T}(fig.2), prar

jtéza [ e prené hiperbolén né dy pika, d.m.th.

drejtéza [ dhe hiperbola kané njé piké té pérbashkét,

a’k’ b’ =n’ 4)

é drejtézés / : y = kx + n dhe hiperbolés H :b°x* —a’y* =a’b*;
a’k? —b* > n*, drejtéza | dhe hiperbola H nuk kané pika té pérbashkéta,
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Il. Nése b°—a’k* =0, barazimi (2) éshté linear dhe ka
zgjidhje t€ vetme, pra drejtéza dhe hiperbola kané njé piké té

pérbashkeét, kurse ai éshté rasti kur & = ig , d.m.th. kur drejtéza / éshté
a
paralele me njérén prej asimptotave (fig.2)
» Shembulli 1. Ta caktojmé pozitén reciproke té drejtézés
1:2x+y—1=0 dhe hiperbolés H :3x* -y =3.m
Zgjidhje. Prej barazimit t& drejtézés / kemi k =2 dhe n=1, fig

kurse prej barazimit t€ hiperbolés H éshté a”> =1 dhe b> =3 . Nése 3
kéto vlera i z&véndésojmé te shprehja (3), fitojmé: 3+1—1- (=2’ =0, prej ku vijonP =0, gé do té thoté
se drejtéza / e prek hiperbolén H. Pikén prekése e gjejmé duke e zgjidhur sistemin®@ barazimeve
2x+y-1=0
{3;:2 -y =3
Vijon, pika prekése éshté T(2,-3), kurse drejtéza e dhéné / éshté tangjenta e hiperbolés H. m

 zgjidhja e sé cilés &shté x, = x, =2 dhe y, FF,& -3

» Shembulli 2. Ta caktojmé pozitén reciproke g€ drejtézés |:2x—y-10=0 dhe hiperbolés
H:x*-4y* =20.

Zgjidhje. Kétu k=2 , n=-10 dhe a’ =20, bh=4. Nése kéto vlera i zévéndésojmé né
barasiné (3) fitojmé 5+100-20-4=25>0 d.m.thed> 0, @€ do € thot€ se drejtéza dhe hiperbola priten.
Duke e zgjidhur sistemin e barazimeve '

2x-y-10=0 : ¥ =2x <10
2 2 1.8
x°—4y" =20 3x%32x+84=0

fitojmé M, (6,2), M,(3,-2) m
2

» Shembulli 3. Pén,cilén wleré té koeficientit k drejtéza | : yzkx—g e prek hiperbolén

H:4x*-y*=367?
Zgjidhje. Prej kushitit pér prekje té drejtézés dhe hiperbolés: a’k* —b* = n?, fitojmé

- 5 oy
9k’ —36=%, prej ku k=iE. Domethéné, gjaté kushtit t& dhéné ekzistojné dy

drejtéza: = :l:~2— x'.--.-z— ¢ 1€ cilat jané tangjente té hiperbolés sé dhéné. m

» Shembulli 4. Né hiperbolén H :x* —6y* =6, t¢ térhiget tangjenté e cila me kahen pozitive té
boshtitx formon kénd prej 150° .

WZgjidhje. Prej kushtit & detyrés vijon se tangjenta e y=x-tg150° +», d.m.th. y= —?x#»n.
Domethéné, duhet ta pércaktojmé n. Prej barazimit té hiperbolés kemi a® =6, b> =1 , pra prej kushtit pér

2 o ie " . . - 3
prekje a’k® —b* = n’ fitojmé n = +1. Vijon, barazimet e tangjenteve jané y = ~x—-*lm
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> Shembulli 5. Prej pikés P(5,9) jané konstruktuar tangjentet e hiperbolés H :3x* —y*=3.T'i
caktojmé barazimet e tyre.

Zgjidhje. Né ményré analoge sikurse te vija rrethore dhe elipsa edhe kétu prej njé pike qé nuk
shtrihet né€ lakore, mund té térhigen dy tangjente. Lehté provohet se P& H (provo). Barazimi i tangjentés
le t& jeté r:y=kx+n. Prej kushtit pér prekje té drejtézés dhe hiperbolés dhe kushtit Per, e fitojmé

sistemin e barazimeve
Sk+n=9 7
{ 3 ; prej ku i caktojmé parametrat k dhe n: &, = 2,k, = Z,n, =~—1 dhe g

kZ 3
Vijon, barazimet e tangjentéve jané ¢, : 2x—y—1=0 dhe £, = 7x—4y+1=0.

> Shembulli 6. T¢ formojmé barazim té hiperbolés gé i prek —y—1=0dhe
l,:7x-4y-1=0.
Zgjidhje. Duke e shfrytézuar kushtin pér prekje té hiperbolés m ar /, dhe /, e fitojmé
4a’ -b* =1
sistemin e barazimeve : 49 e 1 , prej ku fitojmé «@ =3, pra atéheré barazimi i
16
hiperbolés éshté¢ H :3x* - y* =3m %
DETYRA «

1. Caktoje pozitén reciproke té drejtéz
a)l:2x—y+3=0 dhe H:x> -4y
)l :4x-3y+36=0

. Caktoji pika prekése té

4; )1 4x y+1=0dhe H:16x* —5y* =80;
81y® =2916;¢) /:5x-3y+32=0dhe H :x* —y* =64,

b)/:8x—3y=Tdhe H:4x* —y* =7;
¢)[:5x—6y—32=0dhe H :x” —~4y”> =63.

=0dhe H:x* —y* =4; b)1:24x+35y+60=0 dhe H :9x*> —25y% =225,

4, vler€ t€ parametrit m drejtéza [: y=—x+m
prené; b) e prek; c) nuk ka pika té pérbashkéta me hiperbolén H : 4x° — y° =36
5. Prej pikés P(2,1) jané térhequr tangjentet e hiperbolés H :8x* —9y* =72 Formoji barazimet e tyre.

6. Eshté dhéné hiperbola H : 5x* —4 y* = 20. Formoje barazimin e tangjentés e cila éshté paralele me drejtézén
l:3x-2y=0.
7. Formo barazimin e tangjentés sé hiperbolés H : 7x* —2y? =14, e cila &shté normale né drejtézén
l:x+2y-3=0.
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8. Formoje barazimin e hiperbolés H, e cila e prek drejtézén /:x—y+1=0 dhe kalon népér pikén M(3,0)

(Me H).

9. N& barazimin e drejtézés [ : (m+1)x —6y —4m = 0, caktoje parametrin m ashtu qé drejtéza / éshté tangjenté
e hiperbolés A : x*> —4y* =16.

10. N& barazimin e hiperbolés H : x> —my” = 2m , caktoje parametrin m ashtu qé drejtéza / :3x -4y +2=0

éshté tangjenté e hiperbolés.

€né, nése supozojmé

tit t€ drejtézés (r) ta prek

v,
—y—=l, koeficienti i

hiperbolén. Megjithaté, éshté e qarté se pér hiperbolé 5

tangjentés k # i—q (pse?).
a

Pika prekeése e drejtézés dhe hiperbolésd€ té 1Y) . Me ményrén analoge me até g€ e bém

pér elipsén, fitojmé:

A R M
ay, Y
arazimi i tangjentés i shkruar né formén eksplicite éshté
bZ 2
py=2t, 2 @)
ay,

Prej ku, forma e pérgjithshme e barazimit €shté

b*xx-a’yy=a’b’ (3)

kurse forma segmentale éshté

XX _ Yy,
a® b’

(4)

Duke e zbatuar formén eksplicite (2) té barazmit té tangjentés, menjéheré mund ta shkruajmé
edhe barazimin e normales sé hiperbolés né pikén T'(x,,y, )€ H . Ai éshté

(x—x,) )

a y

bx,

(n): y—y =-
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» Shembulli 1. 7a shkruajmé barazimin e tangjentés 1 e cila e prek  hiperbolén
H :4x* =5y =20 né pikén T(5,~4).

Zgjidhje. Prej barazimit té hiperbolés kemi @’ =5, b” =4, por jané dhéné edhe koordinatat e
pikés prekése x, =5 dhe y, =—4. Duke zévéndésuar te barasia (3), e fitojmé barazimin e tangjentés:
20x+20y =20 0se x+y—1=0m

> Shembulli 2. Ta shkruajmé barazimin e tangjentés t dhe normales n t
H :3x* —4y® =12 né pikén T(4,y <0)prej hiperbolés.

Zgjidhje. Prej kushtit Te H vijon se koordinatat e T e kénaqin barazimia e Riperbolés, d.m.th.
344 -4y’ =12 4y° =36 & Y1, =33, Domethéné pika prekése éshté B4,-3), prayffie zévéndé-

simin e drejtpérdrejt né (3) e gjejmé barazimin e tangjentés 7:3-4x + 43y y—1=0, kurse
né (5) barazimi i normales &hté: n: y+3=1(x—4) ose n:x—y-7
» Shembulli 3. Né piképrerjet e drejtézés [:x+2y — he hiperbolés H :3x* —4y° =12,
Jané térhequr tangjentet e hiperbolés. Ta caktojmé kéndin qé tangjentat
-10=0 :
Zgjidhje. Duke e zgjidhur sistemin e barazimev P ity i fitojmé piképrerjet
X~ =—qys=

7,(-14,12)dhe 7,(4,3). Né pajtim me (3) bar. et e t€dy tangjenteve jané:

L3 (~14)x-4-12y =12 L:7x+8y+2=0

l:3:4x-4-3y=12 i x~=y=1=0,

Koeficientét e drejtimit pér t

idhje. Sipas kushtit t& detyrés, pika prekése éshté P(c, p), abshisa e sé cilés puthitet me

fokusin eWdegés sé djatht€ té hiperbolés dhe e caktojmé prej kushtit: ¢* =a’ +b*. Prej barazimit té

-

. - e | - 9
hiperbolés kemi a” =16, a=4 dhe b° =9, pra c¢=416+9 =5, p=—=z. Domethéné, pika
a

p ekése éshté P(S,-z—) , dhe barazimi i tangjentés éshté 7:5x -4y —-16=0m
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1. Shkruaje barazimin e tangjentés né pikén T prej hiperbolés H, nése éshté:
2 2
a) H:4x® —5y* =20 dhe T(5,-4);b) H :3x* —y* =3dhe T(7,-12);¢) H;%—%:l dhe T(—4,3) .

2. Caktoji barazimet e tangjentave té hiperbolés H :6x® —10y> =60 né piképrerjet me drejtézén
[1:3x-5y=0.

1 2
3. Né pikén T(-10,y>0)e hiperbolés H:;—é—%zl éshté térhqur tangjenta. Form@je barazimin e

tangjentés.
Drejtéza [ : 5x —4y —16 =0 e prek hiperbolén né pikén T'(5, y) . Caktoje barazimin e hiperbolés.
5. Shkruaje barazimin e tangjentés dhe barazimin e normales né pikén 7(10,3) téhiperbolés Hif x* —4y* = 64

6. Nése drejtéza £:9x—4y—11=0 éshté tangjenté e hiperbolés H #8x" —p° =1, caktoje barazimin e
normales né pikén prekése.

7. Né piképrerjet e drejtézés /: x+ y—5=0 dhe hiperbolés H :25x" —40y3£1000, jané térhequr tangjente.
Caktoji koordinatat e piképrerjeve té tangjenteve.

1
8. Cakto barazimin e hiperbolés, nése dihen asimptotat e saja Y = iE X dhe barazimi i njérés prej tangjentave té
saja f:Sx—-6y—8=0.
9. Te hiperbola H :9x? —8y? =72, caktoje giké né té)cilén tangjenta me kahen pozitive té boshtit x formon
kénd prej 60°.

B ——————————e—————————__ LSS e ]

4.3.10. PARABOLA. BARAZIMI FPARABOLES

Lakoren parabolésmiré ¢ ke té njohur prej vitit t€ dyté. Sikurse e diné, ajo éshté grafiku i
funksionit katror. Kétu,/né gj€ometrin analitike, do té japim pérkufizimin gjeometrik t€ parabolés dhe né
bazé té atij pérkufiziffiigdo ta nxjerrim barazimin e saj.

PérKufizimi, Parabola éshté bashkési e 1€ gjitha pikave M(x,y) né rrafsh té cilat jané né largési
té barabarté prej drejtézés sé dhéné d dhe prej pikés sé dhéné F, ashtu gé F & d. .

Domethéné, parabola éshté bashkésisé P = {A/! (x, y)‘ MF = W} )

Drejtéza d quhet direktrisa e parabolés, kurse pika F* quhet fokusi i parabolés.

Largésia p prej fokusit F deri te direktrisa d quhet parametri i parabolés (fig.1). Le t€ jeté D
piképrerja e normales e térhequr prej pikés F deri te drejtza d. At€her€, né pajtim me pérkufizimin e
sipérm, pér pikén e mesme 4 té€ segmentit DF vien : AD=AF, pra vijon se A éshté piké prej parabolés.

Kété piké e quajmé kulmi i parabolés (fig.1).
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Pér ta caktuar barazimin e parabolés me parametrin p né formén e
mundshme sa mé té thjeshté, sistemin koordinativ e zgjedhim ashtu qé

M
A boshti x t& kalon népér fokusin F dhe &shté normale né direktrisén d,
kurse fillimi i koordinatave O éshté né mesin 4 ndérmjet fokusit dhe
direktrisés (fig.2).
f*\ )

Atéheré, prej pérkufizimit té parabolés kemi OF =0D =

se fokusi &shté né pikén F(%,O), kurse barazimi i dire

fig.] =y V

Nése M(x,y) éshté ¢farédo piké arabolés, projeksioni

ortogonal i M mbi direktrisén P(—%, y), pra prej

pérkufizimit té parabolés kemi

(1

per largésiné ndérmjet dy pikave

s
ra

D O g é ¢
a -2y +y? dhe w=x+£,
2 2

fig.2

ﬁ Py 2 P
s SN =x+=. 2
(x 2) y =x 2 (2)
rej duke kuadruar dhe rregulluar e fitojmé barazimin

y' =2px (3)
Barazimin (3) e quajmé barazim kanonik ose kulmor i

arabolés, pér té cilén fokusi éshté né pjesén pozitive t& boshtit x.
Nése tani fokusi i parabolés éshté né pjesén negative té boshtit
x (fig.3), atéheré barazimi kanonik i parabolés do té jeté
y?=-2px. )
Parabolat P :y’=+ 2px jané simetrike né lidhje me boshtin x
pasi nése éshté M,(x,y)€ P atéheré edhe M,(x,-y)€ P, kurse pikat M,

dhe M, jané simetrike né lidhje me boshtin x. Vijon boshti x éshté
boshti i simetrisé pér parabolat y” =42 px .

Nése e zgjedhim sistemin koordinativ ashtu qé fokusi F i parabolés té shtrihet né boshtin y,
at€heré€ barazimi kanonik i parabolés éshté:
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X
ki x"=2py ose y=—
2p

? d
\Fu/ L ¥ nése F shtrihet né pjesén pozitive té
i *  boshtit y (fig.4), dhe
1l
2
d

(=]

ta

Ja
¥

0 ¥

x> =-2py ose

fig.4 hg3

Kété parabolé tani mé e ke té njohur prej vitit t€ dyté.

parabolés P:y* = %x.

Zgjidhje. Prej barazimit té parabolés P:y*=2px,

1 1
—, d.m.th, p =—, pra fokusi éshté
2 A

|
F (g,O). Direktrisa éshté drejtéz paralele oshtin, y, e cila kalon népér pikén D(——El;,O), pra e ka

- 1
barazimin x = —E ..

> Shembulli 2. Ta formojmé barazimifi e parabolés, nése dihet parametri i saj p=8.

ejtpérdrejt né barazimin (2) fitojmé se y” =16x.m

4
parabolén P, kemi: 2> =2p-3, 6p=4,dm.th. p =—§- , pra barazimi i parabolés do té jeté yr= -é-x .
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» Shembulli 5. Ta shkruajmé barazimin e parabolés e cila kalon népér pikén M(-2,-3) fokusi i
s€ cilés éshté né boshtin x.

Zgjidhje. Barazimi i parabolés &shté y* =—2px (pse ?). Me zévéndésimin e koordinatave t& M
né kété barazim fitojmé 9=-2p(-2) dm.th. p =%, pra barazimi i parabolés do & jeté y* = —%x m

> Shembulli 6. 7¢ formojmé barazimin e parabolés, direkirisa e sé cilés éshté drejtéza
2x+5=0.

Zgjidhje. Barazimi i parabolés éshté y” =2px . Prej barazimit t& direktrisés 2x + 3 @ th.

x= _% vijon p =5, pra parabola do ta keté barazimin y*> =10x m V

DETYRA

3
1. Formo barazimin e parabolés nése dihet se: a) koordinatat ¢ fokusit jané E dh

b) parabola kalon népér pikén M(-1,4) kurse Ecuk_usi éshté né

2. Teparabola y° = 8x, gjej piké M pér té cilén MF =104

3. Caktoje parametrin dhe fokusin e parabolés:
a) P:y’ =§x; b) P:y’=4x;

4. Shkruaje barazimin e parabolés P, nése di

a) F(4,0);  b) F(=5,0);

5. Shkruaje barazimin e parabolé
a) x+5=0;

azimi i direktrisés sé€ saj:

c)2x-5=0; ¢)4x—-7=0.

% 4,6), M,(4,5) dhe M,(2,7) shirihen né parabolé y* =9x.
5

8. =X ka koordinata t€ barabarta?

9.

@ yarazithin e parabolés, e cila éshté konfokale me elipsén 9x” + 25))1 =225 (fokusi i elipsés éshté
fokusi 1 parabolgs).

10. Form®barazimin e parabolés, e cila éshté konfokale me hiperbolén x* —8y* = 8.

@ Caktoji piképrerjet e drejtézés / : 6x — y —12 = 0 dhe parabolés y* = 6x.
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4.3.11. POZITA RECIPROKE E DREJTEZES DHE PARABOLES

Sikurse edhe te lakoret tjera prej rendit té dyté (vija rrethore, elipsa dhe hiperbola), pozita
reciproke e drejtézés [:y = kx+n dhe parabolés P:y’=2px e pércaktojmé duke i shqyrtuar zgjidhjet e

sistemit té barazimeve

o
{y g (1)

y2 =2px
Duke e zévendésuar té panjohurén y prej barazimit t€ paré té sistemit né barazimin e/dyté, e

fitojmé barazimin katror

k*x* +2(kn—p)x+n* =0 (2)
diskriminanta e sé cilés éshté
D =4(kn— p)* —4k’n® = 4(p* - 2knp). (3)
: / : I. Le té jeté k#0. Varésisht prej asaj se@a ésht¢ D>0, D=0 ose
M D < 0, barazimi katror (2), kurse.me té edhe sistemi i barazimeve (1), ka
/ 7 dy zgjidhje t& ndryshme, Ka njé zgjidhje reale ose nuk ka zgjidhje reale.
Ve /1’; ) Pérkatésisht me té drejtéza Idhe parabola P i kané kéto pozita reciproke
>< (fig. 1):
£ P\J‘" 1° Nése D> 0 dm.th. p> —2knp > 0, drejtéza [ e prené parabolén
o né dy pika, dm.thy/ NP ={M,M,};

29 nése? D =0, dm.th. p* —2knp =0, drejtéza [ dhe parabola P
kané piké té pérbashkét (prekése) dum.tho/ 0P = {T'}, kurse relacioni p> —2knp =0 ose

@

paraget kusht pér prekfen e drejtézés [:y = kx+n dhe parabolés P:y’ =2px;
3° nése D <0, dm.th. p° —2knp <0, drejtéza ! dhe parabola P nuk kané piké t& pérbashkeét,

dmth. INP3D.

ILNése k=0, barazimi (2) éshté lineare dhe ka zgjidhje té vetme, d.m.th. drejtéza / dhe parabola
kané njé piké té pérbashkét. Né kété rast drejtéza / e ka barazimin y=n, d.m.th. éshté paralele me
boshtin.x (fig.1).

» Shembulli 1. Eshté dhéné drejtéza 1:2x+2y—5=0 dhe parabola P:y*=10x. Ta
shqyrtojmé pozitén e tyre reciproke.

Zgjidhje. Né rastin toné€ k=-1, n = dhe p = 5. Nése kéto vlera i zévendésojmé né relacionin
(3) fitojmé: p* — 2knp =25-2(-1)- % -5=50> 0, pra vijon se drejtéza / dhe parabola kané dy pika té

pérbashkéta.m
» Shembulli 2. Eshté dhéné drejtéza 1:3x+2y—9=0 dhe parabola P:y*=9x. Ta

shqyrtojmé pozitén reciproke dhe nése kané pika té pérbashkéta t'i caktojmé.
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Zgjidhje. Kétu k=—%,n=% dhe p=% . Me =zévendésimin né (3) kemi:

pi- 2knp =81> 0, pra vijon se drejtéza / dhe parabola P kané dy pika té pérbashkéta, koordinatat e té
cilave jané zgjidhjet e sistemit t& barazimeve:
3x+2y-9=0 3x+2y-9=0 =1 x,=9
— 2 —
y*=9x 2 +6y-27=0 y1=3 y,=-9
Vijon, piképrerjet jané M, (1,3) dhe M, (9,-9) =
» Shembulli 3. Eshté dhéné drejtéza |:x— y+8=0 dhe parabola P: v =14x. Ta shgyrfojmé
pozitén reciproke té tyre.

Zgjidhje. Prej barazimit té parabolés / kemi k =1,n=8, kurse prej’ parabolés P: 2p =14
dmth. p=7. Me zévendésimin e kétyre vlerave né _relagionin. (3) fitojmé:
49-2-1-8-7=49-112=-63<0, prej ku vijon se parabola dhe drejtéza nuk kané pika té

pérbashkéta, dm.th. I NP =Cn
» Shembulli 4. Ta caktojmé vierén e parametrit m, ashtu gédrejtéza l:mx—3y+m+7=0, ta

prek parabolén y* = 8x.

Viz m+7 . m
Zgjidhje. Forma eksplicite e drejtézés [ @éshté }_g=%x+ , prej ku k=—3— dhe

+ - . . e - .
n= ’_"_3_3, kurse prej parabolés p = 4. Nése kéto vlera'izévendésojmé né kushtin pér prekje (4) kemi

m+7 ose m”> +7m —18 = Ofprejku fitoymé m, =2 dhe m,=-9 m

qj=p. 2
3

» Shembulli 5. Eshté dhéné drejtéza l sk -2y +8=0, e cila e prek parabolén P:y* =2px.
Ta caktojmé barazimin e parabolés.

1 ; ; T .
Zgjidhje. Prej barazimit t€ drejtézés / vijon k = E dhe n =4, Tani, prej kushtit pér prekje (4)

1
fitojmé p = 2-5- 4= 4 'pra barazimi i parabolés do té jeté y> = 8xm

DETYRA

1. Shgyrieje pozitén reciproke té drejtézés [ dhe parabolés P, kurse pastaj, caktoji pikat e pérbashkéta nése
ekzistojne:
a) IGx-y—-12=0, P:y’=6x; b)l:2x+2y+5=0, P:p*=10x;
) 1:2%~y+6=0, P:y*=8x.
2. Caktoje gjatésisné e kordés qé drejtéza [ e prené prej parabolés P, nése:
2)1:2x+y~2=0 dhe p;yz%ﬁx; b) 1:2x—-3y+8=0dhe P: y* =8x.
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3. Eshté dhéné parabola P : y2 =8x dhe té dy pikat prej saj M, (2,y > 0), Mz(?z—,y > () . Formoje barazimn e

kordés M\ M, .

4. Shqyrtoje vallé drejtéza [ e prek parabolén P, nése:
a) 1:2x—y+2=0,P:y" =16x; b)l:x+4y+8=0,P:y* =2x.

5. Ngé parabolén e dhéné P, térhiq tangjenté paralele me drejtézén e dhéné /, nése éshté:

a) P:y*=9x,1:3x+2y-4=0; b) P:y’ =%x,l:3x—4y=—12-

6. Shkruaje barazimin e tangjentés sé parabolés P y*=4x, e cila éshté normale ‘nédrejtézén
l:x+y+5=0.

7. Caktoje vlerén e parametrit m, ashtu qé drejtéza e dhéné / t€ jeté tangjenta e parabolésdP, nése Eshté:
a)l:x+my+1=0,P:y* =x; b)l:x—y+m=0,P:y" =4
¢)l:mx—2y+3=0,P:y*> =6x.

8. Prej pikés P(6,8), térhiq tangjenta té parabolés P : y2 =8x.

9. Si &shté barazimi i parabolés P, nése drejtéza [ : 8x—3y + 24 = Ohéshté tangjenté e saj?

10. Caktoje kéndin ¢ nén té cilin shikohet parabola P prej pikés P, nése gshté:

a) P(-2,3), P:y* =8x;b)P(-6,-1), P:y’ =4x.
11. Formoje barazimin e tangjentés ¢ té parabolés 2. yz = 12% ecila me drejtézén [ : 4x—2y +9 =0 formon

kénd prej 45°.

4.3.12. BARAZIMI I TANGJENTES DHE NORMALES Ni PIKEN E PARABOLES

Barazimin e tangjent&usé parabolés P : y* =2px né njé piké té saj, do ta nxjerrim né té njéjtén
ményré sikurse te elipsadhe hiperbola.
Le té jeté dhéng pafabola P:y° =2px dhe pika T(x,,y,) qé shtrihet né pikén P (fig.1).
Barazimi i tangjentésile té jeté
y=hkx+n (H
Duhet ta caktojmé koeficientin e drejtimit k dhe n.

4 ; Me ményrén analoge té asaj me té cilén i caktuam tangjentén e

\ = elipsés dhe hiperbolés, fitojmé
k=L, n=£2 @)
/O : M M
/ \ Me zévendésimin e kétyre vlerave pér k dhe n né barazimin (1)
e fitojmé barazimin
t:yy=pxtx) (3)
fig.1 Barazimi (3) éshté barazimi i tangjentés sé parabolés P:y’ =2px, né

pikén T'(x,,y,)€ P.
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Pérpiqu pér ushtrime ta béjsh téré ményrén pér fitimin e barazimit (3).
Tani mund ta shkruajmé edhe barazimin e normales sé parabolés né pikén 7'(x,,y,)€ P.

Koeficienti i drejtimit t€ normales né pikén T éshté: k, = —L, pra barazimi i normales sé parabolés do

o T o “
p
ose

p(y—y)+y(x-x)=0

té jeté:

» Shembulli 1. Eshté dhéné parabola P:y* =12x dhe pika T(3,

barazimin e tangjentés né pikén T.
Zgjidhje. N¢ rastin e dhéné kemi p=6,x, =3,y, =6. Me : in e kétyre vlerave né

barazimin (3) fitojmé (¢£):6y=6(x+3) ose t:x—y+3=0m

> Shembulli 2. Né pikén T(ZTS,S) prej para =4x 'l caktojmé barazimin e

tangjentés dhe barazimin e normales.

Zgjidhje. Kemi p=2x, = 22 dhe vlera i zévendésojmé né barasité (3) dhe (4)
p g

dhe i fitojmé barazimet e tangjentés dhe

25
t:5y=2(x+—
y=2 4)

n:2(y—5)+5(x ose 20x+8y—165=0m

1€ barazimi i parabolés P: y1 =10x. T'i shkruajmé barazimet ¢
tangjenteve né piké drejtézés | : y = 4x —5 dhe parabolés.

g o ‘ *=10 T
Me Zzgjidhjen e sistemit té barazimeve Y P xS‘ i fitojmé piképrerjet
y=4x=

,—5), pra me zévendésimin né barazimin (2) i fitojmé barazimet e tangjenteve:

1:2x—2+5=0 dhe t,:8x+4y+5=0

|
B

5 20 -
> Shembulli 4. Jané dhéné parabola P: y* == x dhe elipsa E : ;—5 + %_}5 =1. T'i caktojmé
|

burazimet e tangjenteve té pérbashkéta.
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Zgjidhje. Barazimet e tangjenteve té pérbashkéta le té jené prej formés y =kx+n. Duke e
shfrytézuar kushtin pér prekje té drejtézés dhe parabolés: p = 2kn , pérkatésisht drejtézés dhe elipsés:

10

SpE o FE_ A : - p=2kn 2kn=—

a‘k” +b” =n", e fitojmé sistemin e barazimeve: 22 ; § P 3
Ok =4 45k* +20=n"

1 :
zgjidhjet e té ciléve jané k=i§ dhe n=215. Tangjentet e pérbashkéta jané yetém drejtézat

(t,):x=3y+15=0 dhe 7, : x +3y +15 = 0. Pérpiqu ta sqarosh pérfundimin. m

DETYRA

1. Formo barazimin e parabolés P né pikén D prej parabolés, nése éshteé:

a) y2 = 7x dhe T(—},w{)); b) y* =20x dhe T(%.yﬁﬁ);

2. Drejtéza [ éshté tangjenta e parabolés P. Cakto pikén prekése, nése éshté:

a) 1:7x+8y+8=0dhe P:)’ Zg—x; b) /: ¥4 49t 20 O dhe P: y* =5x;

) l:x+4y+4=0dhe P:y’ =x; O¥P4x -2y +3=0 dhe P:y’ =6x.
3. Caktoje kéndin gé e formon tangjenta ¢ e térhequr né pikén D prej parabolés P me kahen pozitive t& boshtit x,

nése éshté:

a) T(2,y>0) dhe P:y* =8x; ‘b}":T(-;T:,y <0) dhe P:y’ =6x.

4. Caktoje pikén M prej parabolés P y2 =41x, né 1 cilén tangjenta me kahen pozitive t€ boshtit x formon
kénd prej 120°.

5. Shkruaje barazimin ¢ normalésw té parabolés P né pikén e parabolés M, nése éshté:

) 5
a) M(4,2) dué 'P-':_.__yz &4 b)M(20,10)dhe P:y" =5x; c¢) M(E,-S) dhe P:y:l =10x.

6. Drejtézal:2x—y—12=0 e prené parabolén P:y° =4x né dy pika. Né piképrerjet jané térhequr

tangjentet @ parabolés. Cakto piképrerjen e tangjenteve.
7. Caktojilarazimet e tangjenteve té pérbashkéta té lakoreve x° + p° =2 dhe y° =8x .

_ 20
84, Caktoji tangjentat e pérbashkéta té elipsés E : 20x” +45y® =900 dhe parabolés P: y* = ?x.

e e e S == =]
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DETYRA PER PERSERITJE DHE PERFORCIM (4.3.)

1.

10.
11.

12,

13.

14.

15.

Eshté dhéné vija rrethore K : x” +_}V2 —9=0. Cilat prej pikave shtrihen, kurse cilat nuk shtrihen né vijén
rrerore: a) A(0,0); b) B(3,0); c) C(0,-3); ¢)D(1,1)?
Shkruaje barazimin e vijés rrethore K me rreze » dhe gendér S, nése éshté:

a) r=3,500,0); b) 7=5,5(02); ¢ r= % 5(1,_%); ¢) ¥ = 4,5(-3,0).

Shkruaje barazimin e vijés rrethore, me rreze r = 6, qé kalon népér pikén N(0,-4) dhe népér fillimin e
koordinatave.

Formo barazimin e vijés rrethore K, qé kalon népér tri pika:

a) A(l14), B(-7.4), C(2,-5); b) A(7,7), B(0,8), C(-2.,4).

Cakto rrezen r dhe koordinatat e gendrés S té vijés rrethore K:

a) K:x'+y*-4y-96=0;b)K :x? +y?=2x+2y-2=0;

c) K :36x” +36y” —=36x-24y-131=0;

Formo barazimin e vijés rrethore K me rreze r = 4, kurse gendra éshtéyfié piképrerjen e drejtézave
l,:4x+y-34=0dhe /,:x+4y-16=0.

Shkruaje barazimin e vijés rrethore K, me gendér S(-3,4), egila kalon népér fillimin e koordinatave.

Shkruaje barazimin e vijés rrethore K, e cila e prek boshtin x dhe e K& gendrén S(2,-3).

Shkruaje barazimin e vijés rrethore K, e cila e prek boshtin y'dhe eka qendrén S(-4,-2).

Formo barazimin e vijés rrethore K, e cila e prekdrejtézén . 2x — 5y + 43 = 0 dhe e ka gendrén S(3,4).
Shkruaje barazimin e vijés rrethore e cila éshité koncentrike me vijén rrethore K : x> + 3> —4x+6y—-17=0
dhe e prek drejtézén [ :3x -4y +7 = 04

Drejtéza [:4x+3y—52=0 é&shté tangjenta vijés rrethore K : x> + y* —6x =10y +9 =0. Caktoje
barazimin e drejtézés e cila kalemnépér pikén prekése dhe éshté paralele me drejtézén /:10x — 5 y+3=0.
Shqyrto pozitén reciproke t€ vijave rrethore:

a) K, ' x? +y° —2x =63#6 =0 dhe K, x4yt -10x-8y+40=0;

b) K, :x’+y’#W0m—20=0dhe K, :x* + y> +2x-4y-20=0.

Caktoji barazimet e tangjenteve té pérbashkéta té vijave rrethore:

a) K, :xishy &9 dhe K, :(x—1)> +(y-2)’ =16;

b) K@(x-2)+(y-1)> =1 dhe K,:(x+2)*+(y+1)? =9.

Caktoje k¥udlin nén té cilin vuja rrethore K : x* + y® —4x — 6y —12 = 0, shikohet prej pikés P(9.2),

16*.Shkruaje barazimin e vijés rrethore K, té brendashkruar né trekéndésh me brinjé y = 0, 3x -4y + 12 =0 dhe

17.
18.

19.

5012y - 100 = 0.
Nén'¢ilin kénd priten vijat rrethore K, : (x —2)* +(y—1)* = 8 dhe K, i(x- 1) + (y+2)* =22
Shkruaje barazimin e elipsés E, nése:

a) gjysméboshtet jané 9 dhe 5; b) boshti i madh éshté 20, kurse ekscentriciteti numerik éshté _13;
13

c) largésia fokale €shté 4+/11, kurse ekscentriciteti numerik éshté .‘i]_i
6

Caktoji koordinatat e kulmeve dhe koordinatat e fokuséve té elipsés E : 16x° + 25y° =400.
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20. Caktoje abshisén e pikés M(x,1) prej elipsés E :3x* +4y*> =12.
21. Caktoji piképrerjet e elipsés E:36x> + 64})2 =2304 dhe drejtézés y = x .
22. Pér cilén vleré té parametrit n drejtéza y = 2x + n ka njé piké té pérbashkét me elipsén
E :24x* +30y* =720?
23. Shkruaje barazimin e tangjentés sé elipsés E : 2x% + 3y2 =120, e cila né boshtet koordinative prené

segmente té barabarté.

24. Shkruaji barazimet e tangjentave té elipsés E : x° + 2y~ = 6, té térhequra prej piképrerjeve t@drejtézave
[, :7x=3y—1=0dhe /,:y—2=0.

25. Népér fokusin F)(—c,0) té elipsés E: 16x* +25 y3 =400, éshté térhequr kordé® cila me kahen pozitive té
boshtit x formon kénd prej 30" . Shkruaje barazimin e kordés.

26. Formo barazimin e elipsés E, tangjentat e té cilés jané f, : 4x—5y + 2520 dhey, 9x+ 20y -75=0.

27. Pér cilén vleré té parametrit m, drejtéza /: x —my —5 =0 &éshté tangjenté.e elipsés E : 9x* + 16y2 =1447

28. Caktoji piképrerjet e vijés rrethore K : (x —5)* + y* = 25 dhe elipsés E : xa#2y* =36.

29. Nén cilin kénd priten elipsa E : x° +3y° =36 dhe vija rréthore KQx + y?—24x+54=07

30. Shkruaji barazimet e tangjenteve té pérbashkéta té elipséve E.'-:I,':-,é}x2 #5y? =20 dhe E, :5x* +4y° =20.

31. Shkruaji barazimet e tangjenteve té pérbashkéta té Vijésamethore X : (x — %)3 + yi = 4_5. dhe elipsés
: 4

E:3x*+4y*=12.

32. Nén cilin kénd shikohet elipsa E : %° *i*"2iy3 =6 :Etf)n_:j gendrés sé vijés rrethore
K:x*+y"-2x-8y+16=02

33. Cilat lakore té rendit té dyté jané pataqitutymé barazimet:

a) y=%v16—x32 ?JF*%J‘;E’“IZ; C)x=%«,/9—y2’?

34. Shkruaje barazimin e hiperbolés) nése jané dhéné:

a) c=3dee= %, bY2a =48, = %; c) E= N2, kurse M(-5,3) éshté piké e hiperbolés.

35. Eshté dhéné elmsa EOx* + 25‘,122 = 225. Shkruaje barazimin e hiperbolés e cila éshté konfokale me elipsén
e diéné dhe ekscentriciteti numerik i sé cilés éshté &€ = 2.
36.438hté dhéné barazimi i hiperbolés barabrinjése H : x? - y2 = 8 . Formoje barazimin e hiperbolés konfokale e
cild'kalon népér pikén M(-5,3).
37. Qaktoji koordinatat e piképrerjeve té hiperbolés /7 dhe drejtézés / , nése éshté:
a) H:4x*-y* =36 dhel:x—y+3=0; b) H:3x*—y*=3dhe /:2x—y-1=0;
o) H:x’—y*=9dhe [ :2x-y-2=0.
38. Shkruaje barazimin e hiperbolés e cila kalon népér pikat:
a) M, (15,9) dhe M, (13,5); b) M,(5,3) dhe M,(8,~10).
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39. Né barazimin e drejtézés / : x — y + m = 0, caktoje vlerén e parametrit /2, ashtu qé drejtéza té jeté tangjenta e
hiperbolés H :3x* —4y* =12

40. Né barazimin e drejtézés / : mx — 3y — 24 = 0, caktoje parametrin m, ashtu qé drejtéza [ té jeté tangjenta e
hiperbolés H : x* — y* =36.

41. Shkruaje barazimin e tangjentés sé hiperbolés H :3x~ — y* =3, e cila me drejtézén /: 3x + y = 0, formon

kénd prej 45°.
42. Shkruaji barazimet ¢ tangjenteve té pérbashkéta té lakoreve té rendit té dyté: 25x° +100 ihe
x*=3y? =1.

45. Cilat lakore té rendit té dyté i paraqesin barazimet:
2 2 2
a) yz% x*=9: b)ngw/}"+94 C)y=3_~

46. Shkruaje barazimin e elipsés e cila éshté konfokale me hiperbolé
M(4.6).
47. Caktoji koordinatat e fokusit dhe barazimet e direktrisave té

a) P:y*=-8x;b) P:y’=—6x;c) P:x’ =

a) P:y°=4x,1:2x-y-4=0;
49. Shkruaje barazimin e parabolés me kulm
kalon népér pikén: a) M(2,-6);
50. Caktoji piképrerjet e parabolés P : y~
a) [:2x-y=0; -
51. Caktoji piképrerjet e lako

e drejtézén t€ pércaktuar me pikat M| (—10,9)dhe M, (14,-7).
54. kéndypriten lakoret e rendit té dyté:
a

=8x dhe (x+2) +y* =32; b) 2y° =9xdhe x” + y? +4x-21=0.
55. Shkruajibarazimet e tangjenteve té pérbashkéta té lakoreve:
a) ¥ =20xdhe 9x> +16y° =144 b) ¥* =9x dhe 18x> +9y° =162;
¢) y* =16xdhe 9x° —25y* =225; ¢) y* =16xdhe 12x* —4y° =48.

56. Cilat lakore té rendit t& dyté jané paraqitur me barazimet:

a)y=2\/;; b) y=+/—x; €) x=4/-2y.
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PERGJIGJE DHE ZGJIDHJE TE DETYRAVE

TEMA 1
| P o

1.a) D=R, b) 2. D=R\{0}, ¢) D=R\{3}, ¢) D=R\{-1,1}, d) D=[-3, «). 2. a) monotonisht rritet (fig.1),
3 2
b) monotonisht zvogélohet (fig.2), c) konstante (fig.3). 3.2) 5 >5Y2 b) (1,5)e > (1,5)5 , ©) (0.5)% > (0,5)° .

AY

AY . -
g 2 | y=a* (a=1)
(O<a<1) ; 1)

(1o !
— |

—gt———— oy 3+ ﬁ1~

fig. 1 fig. 2 fi

4.Simetrike né lidhje me boshtin Ox (fig. 4); 5. Grafikét jané paraqitur né fig.

fig. 4 fig. 5
6. Grafikét e funksioneve jan & fig. 6. 7. Grafiikét jané paraqitur né fig. 7.
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8. Grafikét jané paraqitur né fig. 8.

9. Radha e té vizatuarit e grafikéve (fig. 9) éshté y=2*, y= 2" y=-21

1.1.2.

1.a)2, b)-3,¢) -3;2.a)%,b)4, c)6;3.a)7,b) 1; 4. h b) 1 dhe2; 5.-2; 6.a)1,b)2; 7.a)2,b)-1;

8.a)1,b)0dhe I; 9.a)1,b)1; 10.0dhe~;~.

=-1, d)log63=2; 2.2)4°=64, b) 10-1=L

1.a) log,32=35, b) log;l = 100’

5
=-2, ¢)log, —
¢)log 5

e

¢) 022=25, ¢) (/3)

~

d —4; 3.2)2, b)-3, ¢)8, ¢)2; 4.a)8, b)%, 02, §1,5:

6. a) 100, b)g; *8.2)0,b)0.

1.2.2.

1.a) 2,37; b) 1,897; ) 0,6; ¢) -0,6; d) -1,86742. 2. a) 1,27673; b) 30,62; c) 2003;
¢) 0,0034.3.a) 1,2932; b)-0,1505; c) 1,602318088. 4.a)lg5+lga+lge, b)lg2+lga+tlgd+ligp-Ig

)
3_lgh-lge, c)lga+2lgb+3lgc; (;)lgc+-:— lga+% lgb; d)lg2+lga+3lgb-Slge. 5.8)Igx=

3,12121= x = 1322;
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b)lgx—%[lg5+1(lg4+ (lg3+ 1g2D]=>lgx=0,5'?8454531=>x=3,788388688;c) 13,875.

1.2.3
—
1 1 2 1 1 2 2
1.a)3, b)-i,c)E,q.) 3 2 a)—-,b) 2,¢) Ew 3. a) 3log; 2, b)510g23. 4. a)-b ,b)—b. 5.a)l ogs4.
7 1 Ig2 '
6. logs7-logs5 - 10g;,6+l—-lg—?-lﬁs—-Ig6 1= l-g-1+l—gz=Ig +Ig3 g?3 gl =log,; 217
g5 1g6 1g3 1g3 1g3 lg3 lg3 g3
s + ! + l =log, a+log, b+log, c=log (a-b-c)=log, abc.
log, x log, x log, x
i 1 1 1 1 2 3
= + = + = =3log, a

i ¥ = = =
log, x lugﬂ2 x log, x log, x log,x log,x

llog x
2 a

L.a) D=(l,), b) D=(0,2), c) D= (0 °°),

5.
6. Grafikét jan€ paraqitur né fig. 3. Te ato ekziston simetri né lidhje me boshtin y.

jané paraqitur né fig. 2. Te ato ekziston simetri né lidhje me boshtin x.
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, 1 zhvendosur pér njé

rafikét jané paraqitur né fig. 4.
*8. Né fig. 5 éshté paraqitur grafiku i funksionit y =I- log,x, kura arif €shté:

y=logyx, y=-logyx, y=1-logyx.
*9. NE fig. 6 éshté paraqitur grafiku i funksionit y = —log, %42 té vizatuarit éshté:

11. Grafikét e funksionit eksponencial dhe logaritmik jané paragitur né fig. 8. Ato jané simetrike né lidhje me
drejtézén y = x, simetralja e kuadrantit té paré dhe t€ treté, shikoje shembullin 7.
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jelog o 1
' ’ Tlﬂng"*“}.ﬂ"' =
’fy:iqg_.x .............. Vet
2’ 3% 4! e
fig. 7
1. 2:5:;
1.a)9, b) 18 2.a) 4, b)2; 3.a)12,b)5; 4. a) — dhe 100, b)4/0,001 dhe a) 1000 dhe 4/0,00001 , b)
10 dhe 100; 6.a) 16, b)2; 7. a)lg5”+1*1g2¢b(x+ Dig5=lg2 < ]=>x~-057 b) 1, ¢) 0,1 dhe 10;

fig. 1 fig. 2

414

1. a)-3;b)2,75; ¢)l. 4. 2) -3; b)1; ¢) -3. 5. 2) P b) 3 6:2)3,0)2. .0) 1;b)4. 8.a) Odhe— b) 3.
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9. a)l'l-%, b) 5; 8. 10.a) -2; 2; %;b)z; 1,5:2: ¢) 1,5: 6. 11. b) Grafiku i funksionit = 1 - log ; (x+2) éshté

63’
dhéné né fig. 2. 12.a) 0,125, b) 256. 13.a) Pér barazimin log ., (x’ — 56) = 3, i kemi kéto kushte: X -56 >0,
x-2>0 dhe x-2 #1 = x*>56 A x>2 A x #3, domethéné zgjidhjet e kétij barazimi patjetér duhet t’i kénaqin t&
njéjtat. Barazimi logaritmik éshté ekuivalent me barazimin: (x — 2)’ = x’-56 <> x*-2x-8=0, zgjidhjet e 1€ cilit
jané x, = -2, x,= 4, por vetém x, = 4 éshté zgjidhje. b) -7 dhe 9. 14.a) lg(x +2) +lg(x-1) =1g4 =
lgix + 2)(x-1)=1g4 & (x+2)(x-1)=4 <& x* +x-6=0= x,=-3, x,= 2, prej t& ciléve vetest X, =2 éshté
zgjidhje,b) lg (x + 1) =Igb - lgx = Ig (x + 1) = lgE & x+l ") & X +x — 6 = 0= vetém x, =2 éshté zgjidhje.
x x

15.2) 0,1 dhe 100. b) —1—=2+lgl = L:2+[gl—lgxq:rL: 2+0-lgx. Megzévendésimin lgx =y

lg x x lg x lg x
fitohet barazimi: y2- 2y + 1 =0, zgjidhja e té cilit é&sht¢ vy =1, prej ku x = 10 &shté zgjidhje e barazimit té
dhéné. 16.a) /5 dhe 25.b)log,2 - log ».2 = log 42 &

1 1
log, x log, 2x N log, 4x

< log, 4+log, x =log, x-(log, 2+log, x) e 2% log.x = logax + (logax)®. Me

zévendésimin log, x = y, barazimi sillet né (log.x)’ = 2, zgjidhjet e @cilit jané: x, = 2_‘5, Xy = 27 17, a)
27,b) 27. 18.a) 4, b) 9, 19. Udhézim. Shfrytézoje identitetin themelor logaritmik, né 1€ dy rastet e fiton
barazimin katror: x* +x - 6 = 0. Zgjidhjet jané: nén a) 3, B)3. 20, 25" +2'5 =20 & 272" +2'#=20.
Me zévendésimin y =2'®", barazimi i dhéné béhet €kitivalent me barazimin: 5y =20 = y=4.
Domethéné: 2'¥'=4 <2 =2’ & lgxr=25 x =100,

TEMA 2
2.1.1

1.a) 150°; b) 2. 2.a)-185%8b) 37 . 3.a) 150°; b) _37; c) —721, 4. 2) -270° + 0-360°;
6 8 2

b) 90°+ 1-360°% [c)-240°+ (-2)-360° ose 120°+(-3)-360°; ¢)5-360°% d)-231°+(-7)-360° ose 129°+ (-
8)-360°. 5.a)0;%330°; b)0; 45% ¢)0; 120% ¢)2; 80°% d) 0; -12° e)0; 15°% )+l1; 340°% g) +3

: Sn T 3z Sn 87 sn
6.alllsc o =" : b) -75°=-=; )2 i) -=; d)— ;e)—; ==
'V o ST 2t O P9 O 05
1322 527 1257 2n 2n 9n
——%, h—: - . PD—; T.aya+7-2n; b)—+2-2r ¢)—-2-2x
gl = B 0= ) ) )2 ) > 0
18’5+--21; d) 2671—67: 8.2)75°: b)765% ¢)-960°% ¢)930% d)-2070°% e)-342°30° 9.a) 5%
2 bya; % o) 120°; 334 10. 2) 720°: 47; b)8640°: 487 . 11.a) % b) 2 «¢) %
2 >
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4.a) 0, 1, 0, nuk ekziston; b) 1, 0, nuk ekziston, 0;

2:1.2
La)kuad. I; b)II; ¢)IV; ¢)IV; d)IV; eIl I g)l; h)IL
2.a)kuad. 1; b)Il; ¢)1I; ¢ U, d)1V; e)Il; HIII.
.94 b )

1 3 _—
C) T: _”ﬁg'3’

nuk ekziston, 0; g) —

2
ekziston; d) 75, €) __‘/2:‘ -1, -1 f)-

37 ¢)0, -1,0nu

V2

5

V29

2.1.3

u. Ka dy pika: simetrike né lidhje me boshtin x. 3. a) dhe b).

2.1.4

3.a) [ dhe lll ; b) né asnjérin; c¢) 1dhe L

cosa
2 . .
_cos a- (sma + 2cosaX23:n o+ cosa)

cos’a
1

17. Zgjidhje: 1

2 2
1-sina l+sineg (I-sine)l+sin@) l1-sin’a cos’a

singx

+ZI2
cosdc

Ssina-cosa ==2sin’ @+ Scosa - sina + 2::05’.':r--St:osa-szimcr=2(sin2 o+ cos” a)=2.
l+sinag+1-sina _

4.a) Il dhe II; b) I dhe II; [l dhe IV. 5. a) pozitiv;
b) pozitiv; ) negativ; ¢) negativ; d) negativ; e) negativ. 6. a)ipozitiy; b)/pozitiv; c) negativen.
2.
) 18
A papey | 7 oy | 7 g0 37 (2709
r 230 = Z460°) | 7 (90
0(0°) -l 3 § 7(180°%) "
sina | 0 _;_ 2 V3 1 0 -1
cosa | 1 RE L 0 -1 0
2 2 2
g 0 1 V3 nuk ekziston 0 nuk ckziston
1 % 0 Nuk ekziston | 0
)po; ¢)jo. 5.a)2; b)nuk ekziston; c) 0.
sakté, sakté; b) sakté, sakté, sakté: c) sakté, sakté, sakté.
2.1.6
.si 0 o, a0+ Evkrs 3. cosa, a#(2k+)m; 4. _] , arkn 5 2 gz(k+nZ;
2 s os' & 4
jidhje. ¢o5? af(tgo:+2)(2tga+l)—55ina-cosa=cosza[sma

+1)—Ssina-cosa=
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2.1.7

1.
1 dhéné sina cosa tga ctga
_}
singr tgor 1
1 * +4l+ctg @
+4fl-cos a iJ g J 8
cos ] J“‘g“
+l+tg’a tyltctg a
t4/l=sin o 8 8
tgar sin +yf1-cos’ & 1
tyl-sin @ | T cosa cga
ctgor t4/l—sin @ cos L
sina t;l-cus o 72474

tgor+1

2.1.8.

2.a) po; b) po; c)po. 3.a)cift; b)asgift, as tek; c¢) ¢ift;
1€ jené f(-x)=—f(x), g(-x)=—g(x) , atéheré pér h(x) = f(x)- g(
h(=x) = f(-x)-g(=x) = (- f(x))- (- g(x))= F (%) g(x) = h(x)

5. a)sin 235° <sin359°<sin133°<sin18°;  b)cos

3.0 4.3+28-42 533 6o
2 2

5 B 7. 2sincr . Udhézim: shfrytézoje funksionin
=7 2 B3 cift té kosinusit. Shembulli,
cos(a@ —71) =cos(—~(n —a)) =cos(n —)
2L |2
2 2 2
1
1

2

2 2
cos V2 | .2

2 3

8 —cosa. 9. sina. 10. 2sina

g |[-1 |- 1 -1

ctg | -1 |-l i i
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2.2.3.

4. ¢) Zgjidhje.

X

n | 3n |52 |77 |9n
21212 213 Amplituda pér kété funksion éshté3; perioda themelore éshté

7= 2% _ 4, intervali themelor éshté [ %,4,; - %] d.m.th.

e

x n
3(:05(5—?) 3lol3fo T
2

maxjzero | min |zerojmax
— ; n ; . TR

-2 T2, zerot jané né pikat x=-2 x=3% dhe x=-—; maksimumi y=3 &shté né x=Z, kurse
J P x =

2° 2 : 9

y= -3 éshté né x =5?ﬂ‘r (fig.3).

4

AN

SIEE
]

ol
1

2.2a) cosa; 3.4/2cosa; 4.1;

V6 1 1 . Ny

LayS; 6)—.¢)—; g8 —— 2-sin5° 3.{2cos(d5°-a) 4. — ¥ 5 |2
: : 2 )4 ¢ 4 J_c s( ) 2c0825°¢cos35° - 57
25in—a—

6. sakté. 7. sakté. 8. sakt€. 10. Udhézim: Shfrytézo ctg45°=]. 11. a) %(sin 10° +5sin 20°); b)%(cm—;z = cosi—’;) )
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24.1

1. b; c;e.  2.a)kmb) _%J,z;m; -2_;‘;+2k,z,ke Z: c) 48935+ k-360°% 131°+ k-360°, ke Z

3. a) 2km; b) anii; c) £143°8"+k-360° 4.a) % kgib) _%Jrkﬂ; €)52°26’ + k - 180° ose né radiané:
4 3

0,915+km. 5. a)% 1 krn: b)_%+;;;;; c) 18°26"+ k-180° 6. —15°+ k-360°%—165°+k - 360°
3

.22 00 8.%:kr 9 -Ziokn -2 iokn
8 7 3 3

242

L g [£+k:r,-5£+kr:; h)r£+ﬁ c}—2i+2kx 2. a)[Z + 2kx, 5—R+2kﬁ; b)70° + k -180°;
12 12 12 3 3 6 6

c)[90°+k-360° k-360° 3. a)z+3kz; b)—220°+k-720% c)i-i-;—__wn

4. [%+2k:r. 5%+2Im‘. 0,7288+ 2km, 2,4127+2kx (ke Z) 5. [%+ kr, {2k+l_)z-- 6. [k, T+ kx

7. [£+k_"' 8. [ (2k +1)-180°, £109°30" + k-360° 9. [45°+ kA180°, 76%+ k-180° 10. [k-180°, =95°+ k-180°
8
n
11 [kr, 2+ kx, LW, S {£+Jm, 3—”+kr:, 2 ok E71-7-1:‘::' 18 (+Z 4 2km; kr 14 [kr; Dy i 2
6 6 4 4 3 3 3 4 2

15 M yey
2

5.1,

Ly=75,b=23,c=3+3; 24824 =1058 a=3++3;3.8=60°, y:45°,a=75°,a=(1+ﬁ){5;

4. y=75%a=43,b=62,c 22431 8/3); V5. P=46,5 =603

2.5.2.

1. b=7; 2 a="Tb =18+ 3. a=13, b=15; 4.7; 5. Udhézim: Ai éshté kéndi pérballé

brinjés me gjatési 7. 6.c=12,d=8; T.a=58° [=46°34";

2.5.3
205180 (fig.2) 3.84,58m 4. 14,15kmvh 5. 84,58m (fig.3) 6. (fig4) P=132N Udhézim: F=QOsinct

fig.4
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DETYRA PER PERSERITJE DHE PERFORCIM (2)

V2 V2
4 4

3. sin % =%\] -42; cos% =

1. sin75°=

(VB +1); cos75° =22 (V3 = 1);tg75° =2 +4/3; ctg75°=2 -3

3
2

Zgiidhje:ﬁtgxsin(xﬂ-—j—) 27. x, =£+2_‘;£, x,-%’ui’ﬂ,k Z 28. x=-=4+=" keZ 29.5=

Zgjidhje. x, =kx, x, =(2k + )7, x, =% +2km, ke Z

33. =42—+2m,x2 =3T”+ 2kn, ke Z 34.(fig.1)

35, (fig.2). Ményra I:
amplituda: 3 =

2):+~§E=:'r, Zx+£=2:'1’ =
3 4 3 4
i ‘=_2£; maksimumi: 2,72 _72 =
8 8 37 4 2
7
X == iminimumiz 2+ 2232 o 157
8 3 4 2 8
. 2 2 . 3 ;
36. je (fig. 3). perioda: T=T=47r; amplituda: a=z; zhvendosje:
2
< 2 3
\. _L__ A __ T zerot: x =£,x, =§£; max né: xzmi dhe x=7—”; min né x=—ﬁ;
0\ b 1 2 25 2 2 2
v 2
' 37. y=64°28, a=78576, b=13438 38. f =115°42746" ;3 =15°1'50"; a =399,94
fig. 4 39. a =114°45'56"; [ =35°19"36"; 3 =29°54"28"

41.Udhézim: sina=nsinf, ku n éshté indeksi i refleksionit (fig. 4). Zgjidhje: b=40°30"20" 42.,=2,7 ; R=7.5.
43.5=45  44.d,=7, d, =105\3
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TEMA 3
311

1.a) 1° Pér n = 1 gjykimi éshté i sakté, pasi 1=1>=I.
2°. Té supozojmé saktésiné pér n =k, d.m.th. leté viejé: 1 +3+5+ ... +2k-1)=F
Tani qé t& vértetojmé se gjykimi éshté i sakté pér n =k + 1, n€ anén e majté dhe & djathté prej barasisé sé fundit
shtojmé 2k + 1, ku fitojmé:
1+3+5+...+Qk-1)+ (2k+1)=K + 2k + 1, prej ku kemi:
1+3+5+...+2k-1)+ Q2+ 1) -1)=(k+1)*, gé duheshte té vértetohet.
9.a) 1° Pér n =1 gjykimi éshté i sakté, pasi 6°— 1 =35, kurse numri 35 éshté gjithqysh i plotépj
2°. Té supozojmé saktésiné pér n =k, d.m.th. le té vlejé: 35| 6% — I, domethé

Tani té vértetojmé se gjykimi éshté i sakté pér n =4k + 1, poashtu kemi:
G _ 1 =6%2_1=36-6%-1=35-6% +(6%-1)=35-6* +35a=3
d) 1°. Pér n = 1 gjykimi éshté i sakté, pasi 6 | I’ 1.
2°. Té supozojmé saktésiné pér n =k, d.m.th. le t€ vlejé: 6 | & — k, dometh
Tani té vértetojmé se gjykimi éshté i sakté pér n=k+1, d.m.th. duhe
Do té nisemi prej (k +1)° = (k+1) =k +3K +3k+1-k—1=k
6a + 3k(k +1) = 6a + 3:2b = 6a + 6 = 6(a + b) , ku edhe be N .
prodhimit prej ¢farédo dy numrave natyroré té njépasnjéshé
= | gjykimi éshté i sakté, pasi 2'=2>1.

—6a+k+ 3 +2k=6a+3k+3kK=
ytézuar gjykimi se numri 2 éshté pjesétues i

2°, Té supozojmé sektésiné pér n =k, d.
pér n=k+1, pérkatésisht: 2! =2-2> 2k = k+

576; 3. 6! — 5! = 600; 4. Prej P,: P,., = 0,1 : 3, kemi: n! : (n+2)! = 0,1: 3, d.m.th.

grej ku n* +3n—28 =0, n=4; 5. Té tri kompletet e librave (sipas ngjyrés) mund t’1

5) = 2520 ményra; 7. P(2,2,2,2)=226800; 8. Py(3,2,2)=210; 9. Prej numrit té pérgjithshém té
Aidtacioneve duhet t’i zbresésh permutacionet gé fillojné me 0, P4 (3,2) — P5(2,2) = 60 -30=30; 10. a) Py
(4,3) =280, b) Py(5,2) =168, c) P(5,3) = 56.

3. 1.4,

2.C,°=126.3.C,2 - 12=66. 4.21. 5.C,2 =45. 6.C -2:5=18. 7. C)"Cy’ + C;¢Cpo’ + C;s"Cyy' + Cy" = 54
060. 8.C, =15380937. 9.C°=792. 10.C,}=n+15,n=6.
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3.1.5.

1.a) 2'°=1024, b) 0; 2.a) 243 + 810x + 1080x> + 720x° + 240x* + 32x°, b) 16x * — 160x° + 600x> — 1000x + 625,

c) x® —6x* +15x -20+%——§; +L‘ , 6) 2 +8x7 [y +28x% +56x5y.J;+ 70x*y? +56x°y2 [y +28x%° + 807y + y*;
X

7
3.[ Vo ) =3s0%x; 4.7302x% 5. T.= 11200 6.29568x"y° dhe 14784 x%% 7.T,=28+. 8. 84;
4

9. I'nénti; 10. n=11.

3.2,2,

1. Q = {(s,5,8), (5,5,n), (5,n,5), (n,5,8), (s,n,n), (n,s,n), (n,n,s), (n,n,n)}, ngjarje t€ volits me pér ngjarjen A
jané {(s,5,n), (s,n,5), (n8,8)}; 2. Q= {(s,1), (5,2), (5,3), (5:4), (5,5), (5,6)}; 3. , (1,4), (1,5), (2,1),
(2,3), (2,4), (2,5), (3,1), (3,2), (3,4), (3,5), (4,1), (4,2), (4,3), (4,5), (5,1), (8 5,4)}, ngjarje té volitshme
elementare pér ngjarjen A jané {(1,3), (1,5), (3,1), (3,5), (5.1), (5,3)};

2 K)}; 8. A = {(r,p,p)s (p.1.p), (p,ps0)},
,r)}, D={(r,r,p), (p,r,r), (r.p.r) (r,r,0)}.
AUB = {1,3,5,6}), AnB= {3} dhe

- Y (696)}: B ={(216)a {3s5)) (4s4)9 (513)$
»(6,.2)}, ANC = {(2,2), (4,4), (6,6)}, BNC =
»3),(5,5),(6,2), (6,6)}, 8. A={34,56},

B={(r,p.p), (p,t;p), (p.p.1), (r.r,p), (p,t,x), (r,p.1), (r,r,r)}, C={(r,r.p)
6. A={13,5}, B={3,6}, A={2,4,6},B={1,2,4,5}, Q=
AANB ={24}). 7. A={(2.2), (24), (2,6), (4,2), (4,4), (4,
(6,2)}, C={(1,1),(2,2), (3,3), (4.4), (5,5), (6,6)}, ANB
AN BNC = {(4,4)}, BUC =((1, 1), (2,2), (2,6), (3,8, (
B={234},A\B={(56]}.

jané me bazé 3); 4.~; 5.2) +,b)2, )15 6. = 7. Numri i & gjitha
8 272 > 3

€se me A e shénojmé ngjarjen vlera e té cilés kérkohet, atéheré A do té jeté

1.—; 2.%; 3. — (kétu nuk jan é sysh fuqité me bazé 4 dhe 8 pasi njékohésisht jané fuqi me bazé 2, si
108 paraqitet asnjé heré). Ngjarje té volitshme pér A jané variacionet me pérséritje

25

2,345 prej klasés sé dyté, prandaj P (:4_) =§—2—, atéheré P (A)=1-P (;1-)= 1 -§=

_G’

+=0,083.9. Numri i t€ gjitha mundésive jané kombinime prej 10 elemente prej klasés

Cao

C; +C; , prandaj gjasa e kérkuar do (& jeté P(A) =2?;]4 =0,2; 10. Numri i & gjitha mundésive jané
kombinacione prej 18 elemente té klasés sé dyté, ndérsa ngjarje té volitshme Jjané: éshté térhequr njé top i bardhé dhe

nj€ i kuq, prandaj numzi i ngjarjeve t€ volitshme do 1€ jeté C,"-C,', kurse gjasa e kérkuar P(A) = é =0,13725.
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DETYRA PER PERSERITJE DHE PERFORCIM 3.

1.a) Pér n =1 barasia éshté e sakté pér 1= 1(2-1). Té supozojmé saktésiné pér n = k, d.m.th. le t& viegjg: 1+5+9
+ ...+ (4k —3) =k (2k — 1). Tani duhet té& vértetojmé saktésiné pér n = k +1, prandaj shtojmé (4k +1) nga t€ dy anét
¢ barasisé dhe fitojmé: 1 + 5+ 9 + ... + (4k — 3) + (4k +1) = k (2k - 1) + (4k +1). Anén e djathté mund ta
transformojmeé né kété ményré: k (2k— 1) + (4k +1) =28 +3k+ 1 =(k+ DQRk+1)=(k+ D2k+2-1)=(k+ 1)(2(k
+1) - 1), qé duheshte edhe t& vértetohet. 2. a) Pér n = 1 barasia éshté e sakt€ pasi 9 |18, prej supozimit se 9 | (7
+3k +8), vijon se 7* + 3k + 8 = 9a, ac N. Duhet t& vértetojmé se: 9 | (7** +3(k +1) +8), prandaj t& nisemi prej 7*"'
+3(k+1)+8 =7-7* +3k+3+8=7- (9a -3k - 8) + 3k + 3 +8 = 7-9a —21k —56 + 3k +11 = 7-9a —18 k— 455= 9-(7a 72k -5)
=9 I (7" +3(k +1) +8), qé duheshte t€ vértetohet. 3. a) Pér n = 1 barasia éshté e sakté, pasi 3' SQuil’= 3. Té
supozojmé saktési pér n = k, d.m.th. le té vlejé: 3*> 2k +1. Duhet té vértetojmé se jobatasia &shté e sakté edhe pér
n=k+1, dm.th. se vlen: 3*' > 2(k +1)+1. Poashtu: 3! =3.3* 2> 3-(2k+1)=6k#3=2k+2+ 1942 (k +1)+1+4k
n! _ n! y 1 _ 1, b) n+l
(n+1)l-n!  (@HDsml—nly (A+1)-1 n’ " n+2
. Chad). = 14(x
(x=D!(x+1-(x=1))!

>2(k+1)+1, gé duheshte té vértetohet 4. -50. 5.a) 9; b) 11. 6. a)

7.a) 30; b) 0; c) 375. 8.a)7; b) 8. 9. 4, pasi V23, +C5| =14(x +1) & (x +1)xx-1) +

+1) = 2x* — x — 28 = 0, zgjidhjet e sé cilés jané: x, = -Z— dhe x, 4, zgjidhja e paré bie (pse?). 10. 6, pasi 9V, =

5 77 & 9x(x-1)(x —2) = 55 , prej kétu e fitojmé barazimin Katror 4x* = 27x +18 = 0. Vetém zgjidhjax = 6 e
barazimit éshté zgjidhje e detyrés, (pse?). 11.2:3! = 12. 12. a) 6L ; bpsie 13. 4'? = 3" ( n = 3, pérkatésisht 0 piké
pér ndeshjen e humbur, 1 piké pér ndeshjen baraz dhe“2 piképér ndeshjen e fituar). 14. 24, ato jané variacione pa
pérséritje prej klasés sé dyté (udhétime ndérmjet dy(stacioneye): ¥,” = 552 = n(n —1) =552 = n-n-552=0=
9 9\ 9
n=24. 15.2) C,’ :( ]= 36 drejtéza, b) C,l =( J=84 trekéndésha, ¢) C,* =( }= 126 tetraedra.
2 3 4
Whin e S

16. C3-C-C 2 =2520. 17. 32 &’ +240'a'b #4720 @b’ + 1080 a’b* + 810 ab* + 243 b°. 18. -( }Z X
7

16 :
19. ( }1_4 . 20. Cfarédo anétarné zbérthimin € binomit mund t€ shkruhet si:
8

9 —k 1 BN £a Q=
(«/;)9 d—= = P ‘B 4 | sipas kushtit té detyrés duhet 18-3k =0, domethéné k= 6.
k ix | g, k
1 1.1 Vs 5.4.3 12 c,'-c, a4
2 P=— 8 - BB pB)=——=—), OPC)=—r=""=—. 22.P(4)= =——=0,012.
JE(4) g & 125/ )P(E) Vs 25 YP(C) v s 25 4) c,? 1326
23. Ngjarja e kundérté A éshté ngjarja se menjéheré do té nxjerrish topa té kaltér, gjasa e sé cilés &shté
— 2 s
P(H)'s'?? _=£:i; atéheré P(A)=1-P(4)= 1——?—=E§=0,9239. 24. Prej 5 segmente 3 mund té
(;242 276 92 92 92
zgjedhen C i’ ményra. Trekéndésh mund té formohet vetém me treshin (2,4,5), (4,5,7), (4,7,9) dhe (5,7,9) ( pse?) .
85
Prandaj P(4) s 2 o I 0,4 . 25. P{A)=u =0,61. 26. 207, pasi P(4)= 0,90, n = 230, atéheré 2090,

il = ”

prej ku m = 0,90- 230 =207.
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TEMA 4
4.1.1.

2. M,M, =5 3. M'(-4) 4.04=(0,]), OB =(-2,-7),OC = (-4,5), 0D = (-8,0) 5. A(1,-2), B(0,7) eyj.
7.a)5i dhe —9/; b)—7i dhe —0-j; ¢)0i dhe %}
8.a)d=(-45) b)b=(11) ¢)&=(0,-5)9.a) B(-2,]) b)B(0,2) c)(0,2)

4.1.2.

L.a)po; b)po. 2. G+b—-c==3 +11j 3. aym=8, n=1; bym=-1, n=3 4. 6=0011),d=(7.5)
5.d=(-17,2) 6.2)3d +2b —5¢ =187 —~23]; b)2a-3b+¢ =141 —11jf7.02-4, B -3
8. b=3a=(12,-2)

4.1.3.

1.a)5;b) m; c)5. 2.10; 3«/5; 13. 3.B,(13,2), B, (7,2). 4. M(0g}). 5. Pikatjané kolineare.
6. (-3,5) dhe (-6,5) ose (-3,-1) dhe (-6,-1). 7.4B=22, BC = 4197 ,CD~ 2426, 4D = /149 , 4C = 153,
BC=15.8.a) Paralelogram; tjerér nuk jané.

41.4.

1. M(3;5,5). 2.a)C(3,2);b)C[-].-%). 3.2) M(3,3)ab) M(9,3). 4.5, ~ 37, .5, (1,%). 6. D(9,6).

1
8" 3

7.€8,6), D@4,2). 8. T8 1), o7 - i3 9. (:2,0) dhe (2,3); 5. 10. B(-9,7), C(:9,-7), D(©.-7) dhe d
3’3 3

=24130 . 11. A(-5,7), B(1,-3), C(3,1)., 12. T{£1,0), C(0,2). 13. Udhézim: béje vizatimin, pra do té véresh
cilat jan€ paralele dhe do té fitosh ABws54/10, CD = /10 etj.

4.2.1.

1 a’)y=x+2;b)_y=-'\ﬁ;t~3. 2.k=%. Ja)a=150 ;) a=2148:c)a=0 ;¢) a =90 .

4. PikatA dhe B, ndérsa pika C nuk shtrihet. 5. A(8,0), B(0,6). 6.k=2. 7.k= 3.

4x+3y=7

8. Udhézim: sé pari zgjidhe sistemin e barazimeve { , ku piképrerja éshté M(1,1). Koeficienti i

Ix+2y=5
drejtimit €shté-2, pra drejtéza e kérkuar éshté y = -2x + n; por drejtéza kalon népér pikén M(1,-1), prandaj
12521 +n & n= 3, atéheré y = -2x + 3 pérkatésisht 2x + y— 3 = 0.

9. Zgjidhje: Barazimi i drejtézés qé kalon népér pikén A(a,b) dhe éshté paralele me boshtin x éshté y = b,
né rastin toné y = -5, kurse paralele me boshtin y, x = 2, domethéné x = -4.

10. 5x—3y+ 17 = 0. Udhézim: le té jeté M(x,y) piké prej asaj bashkésie t& pikave, atéheré MA= MO etj.
11. 3x-2y-7=10. 12. k=%, o= arctg(—%). 13.2) ¢ =63726' ;b) @ =161"34";¢) a =120
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4.2.2

1. a)x+y-2=0,b)x-y+8=0,¢c)y= ﬁx+(l—3J3_).

2. Udhézim: barazimi i drejtézés sé kérkuar do té jeté y —2 = k(x — 2), piképrerjet e sé cilés me boshtet e

2 4
koordinatave jané A( ,0) dhe B(0,2-2k), syprina e trekéndéshit AOB (O-fillimi i koordinatave.)

___04-0B __, .
éshté —2— =9 etj. Drejtéza jané dy edhe ato: x + 2y — 6 = O dhe 2x + y - 6 = 0.
3. 6x-1ly-20=0. 4.y=4x-20. S.a)x-y+2=0; b)x+y—-1=0,¢) 2x-3y-2=0.
6. a)AB:S5x-2y—-4=0,AC:y+ IIx-25=0,BC: 16x-y—356= 0,
a) 2Xx+y—-7=07x-y-20=0,x=3.

7. Udhézim: sé pari caktoje piképrerjen e drejtézave té dhéna, duke e z

Zgjidhja e tij éshté ¢ifti i radhitur (4,-1). Pastaj arrijmé deri te barazi Es népér dy pika e cila &shté

7
x+y—3=10. 8. A(-7,0), B(O,; ). 9. 5x—2y—17= 0. Udhézim: sé pari eaktoji koordinatat e prerjes sé

diagonaleve té paralelogramit, kurse pastaj koordinatat e Kulm ). 3x + 2y —24= 0.
11. a) nuk shtrihen; b) shtrihen. 12.p=7, g =-2.

27 -
3
_ _ 2 4
4.a)a=2;b)a=-—. 5. 1==.6. ;"
5 9
Nl 9 8 -9

4.24

; b) nuk kané pika té pérbashkeéta pasi 2 - 2 —4 | drejtézat jané paralele; ¢) M(1,2).
6 4 -17
=0 3x+23y-18=0,4%+ 7y—-82=0. 4 m=-3m,=35m=-4m,=4

1
6. m=-23 . 7.120°. 8. Udhézim: koeficienti i drejtimit té drejtézés sé paré éshté = kurse drejtéza e dyté

formon kénd prej 90 me boshtin x, pra ¢ =90° —arcfg% ~90°-26"=64". 9.90°. 10. 90°.

1. a=f=45,2=90". 12. 7x+ 3y—-11=0.
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4.2.5.

1. Jané paralele: b) dhe ¢), normale jané: a) dhe c), b) dhe d), ¢) dhe d). 2. A=2, B=-1, C=5 d.m.th. 2x — y+5=0.
1
3. 62—3 6ﬂl 4.m=0. 5 y=-—x 6.8x—5y+1=0. T.2x+y-7=0. 8. (-1,5) dhe (4,0).
65" 65 3
9. aym=-4,n#2o0se m=4,n+#-2;b)pérm= 0dhe n¢farédo. 10.a) 2x+y—4=0; b) 6x—5y+4=0.

1. 2x+ y+ 20=0osex—2y—15=0. 12. M(1,1).

4.2.6.

I a) xy2+)42-5=0;b)x43+y-24=0;0)xy3-y-20=0. za)_”“y_

5
b)) 2 le 5 - 3. Udhézim: shikoje Zg]ldh_]en 4. Jo. 4. a)
13x+{ y=-2=0 J_x+J_y -J5=0-
2x — 3—0 ose x_;l—() by 2rTa 4y+5 —gose— y__f’__o 5. a) 3x 3X
2 -4 4 34

Jos Jes Jes 5 5 s

b) ?x+ 4y 28 ic) 4x 3y+_l_2=0_ 6 .2)

L a2b)3c)5 2.a) d=3. 3. N,3,5).N,(= : 3y—26= Oose Jx+dp<32=0,
5. a) 198 99 22,28 28 7 3

fJ_J‘SJ_J‘

8. Udhézim: caktoji largésité prej pikav
shtrihen né gjysmérrafshe té ndrys
gjysmérrafshe té ndryshme.

9. 77x-99y+ 3= (0dhe 9x—

12. Udhézim: pérkujtohu

7.7x=3y+ I5=0dhe 3x+ 7y—93= 0.

pa vleré absolute. Nése jané me shenja té ndryshme

i né gjysmérrafshin e njéjté. Né rastin toné pikat jané né

. 10. m= 24 dhe a = - 146. 11. S= 6 katror njési.
és rrethore té brendashkruar né trekéndésh éshté piképrerja e

3 gendra éshté O(-1, )dher““"j_
15

simetraleve té kéndeve.

R PERSERITJE DHE PERFORCIM (4.1 DHE 4.2)

e paré dhe té dyté jané edhe simetrik né lidhje me boshtin y. 2. A'(4,2). 3. M’(2,3).
2,5). 5.2) M'(6,5); b) M'(-6,-5). 6. OM =2i—4], |OM’=\/22 +(-4)> =245.

1} —3:~4;,[AB[ 5.8.(a+b)(5.6),(a-b)(1,-2) , domethéné (5,6) dhe (1,-2). 10.x(12,~1). 11. (6,-1).

12. a,bdhe . 14.a) 13;b) 5;¢) 10. 15.M(0,-25). 16. M(2,5:2,5). 17.S = 34 kanj. 18. O(3,-2),
4
R=10. 19. Kénddrejté . 20. M(s,ij_). 21. a) M(I3f},-6). 22. T(2,1). 23. D(2,1). 24. N(-2,0),

N,(2,3). 25.15,10,5+/13. 26.2a. 28.a)y=i§_x+4,b)y=-€1x-8,c)y=—\[§x—5.
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1 I
29.2)y=5=0.b)y+3=0.30.0)k=3,n=-5b) k=2,n= —;c)k=_n= 3. 3La)y=2x+ 12
b)y=7c~7 32a)x—8=0:b)x+4=0. 33.m=_.;_. 34. m=335.2) m=n=—4;b) mo_L
2
36.x+ 3y—2=10. 3T.y+ 4x~26=0. 38. 3p-2x~9=0.3%.pm =1, m, =%. 40.2) P=\13 + /53 + 4/2;;
P g

=2}

b) 5, VIS7T \37. 4ldx—y+ 5=0,x+y+ 5= 0,y + 3= 0,0(-2,-3). 42. a) 1ga = -7, tgf3 =.l_,r
27 9

b) rga'=tgﬂ=l=>a'=ﬁ=-§—,r=%- 43. m=§,m=-m.44. m:—l,n:é- 45. Udk

caktoji barazimet e drejtézave & cilat 1 pérmbajné brinjét e trekéndéshit,

y= gx,y = ~%x + 39_8 dhe ), = _ix % 1_9, kurse pastaj largésia prej ¢do kulmi deri
2 2

x=3y +9=0 47.8y—I15x—156=0,4y—-3x—60= 0. 48. M(-1,0).

49. Udhézim: Pika né té cilén reflektohet rrezja prej boshtit x &éshté prerja e drejté

brinja e pérballté. 46.

Barazimi i drejt€zés sipas t€ cilés reflektohet rrezja éshté /- y = _Z x + 4451 Bzim: @) drejtézén e kérkuar
’ 3

shkruaje né formén eksplicite /: y = kx + n, pra pasi jané paralele vijon k,=

2x—y—-12=0;b)2x+ y+4=0dhe 2x+ y— 6= 0. 51 4x - ), 3y + 10 = 0.52. Udhézim: le té jeté

et e t€ dy simetraleve. Pastaj merr ¢farédo
éje skicén). Lehté do té véresh se cila éshté
5.3x—4y+24=0,5x—12y+ 16= 0.

1.a) Pika; b), ¢), ¢) dhe d) vija rrethores 2. Y +(y=1=1¢) x*+y? =4;d) (x+3) +(y+3)> =4

p=7,9=0,r=3,c) =1,r=2;¢) p=0,9=3,r=4. 5.3) (x~2)* +y* =4;

b) x* +(y+3)* .__) ~£ 6.x° +y* +3x—4y=0. 7. Udhézim: béje vizatimin dhe

fie: k, =10,k, = —2. 8. Udhézim: shikoje zgjidhjen e shembullit 4. Pérgjigje :

do té véres

=r". Pordrejtéza 3x+4y —5 =0 prej gendrés S éshté e larguar pér r d.m.th.
= Sr=+(7r-5); prej ku R = i,,-“ 5 . Barazimete vijave rrethore jané:
5 27 12
+(},_§)z _;5_ dhe 12 +Hy 12) 25 (kete lloj té detyrave, mé voné do t'i zgjidhish edhe né tjetér

(1“5

ményré). 10. Udhézim: shfrytézoje zgj 1dhjeu e detyrés paraprake, se largésité r prej qendrés S(p,q) té vijés
rrethore deri te gdonjéra prej tri drejtézave 1€ barabarté ndérmjet veti. Pérgjigje: ( + ]_'3)1 +(y+ Q}Z =

6 T6
(x=3) +(y-1)* =5.
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11. Udhézim: pérkujtohu né zgjidhjen e sistemit té barazimeve me dy té panjohura, prej té cilave njéri éshté

56 7 - ‘
linear, kurse tjetri katror. Pérgjigje: M, (1,2) dhe M, —fs—-,—g} 12.Udhézim. Shqyrtoji zgjidhjet, varésisht

prei diskriminantés sé barazimit katror aé fitohet.

4.3.2.

}3:‘ +4r- 5]

né rrezen, d.m.th. S(r,r), pra atéheré éshté » = & Sr=2(Tr=5) et (x-2)3

(x=2 4 (y-y* = 25 . 5. Udhézim: Qendra né kété rast i ka koordinatat |p| = r,g#= 0
1

2 144
zgjidhjen e detyrés paraprake. Pérgjigje: (x_l_“’f +y° ~169 4he (x_E}—‘ +y2 16
4 16 5
7.5 , 5
A (x——>-+u-+§>-=i dhe (x——} +(y +——> ~—7(x——) -
(x=0y2 (213602 _ 196 g (v 3)2 4 (y+5)2 =169. 9.2)m=9 dhe mRfD) me (-9,11);

23 Y763 73969
¢) me (—e0,—9) U (1 1,400). 10. g =+/5. 11. (x=2)* +(y+3)

1. a)2x+y~-7=0;b)Udhézim: T€ K , 2 wordinatén e T e gjen prej barazimit
(=2-1)" +(y=2)"-10=0, d.m.th. y2 =0,prejku y, =2,y, =3,pra 7(-2,3),
Ix—-y+9=0;¢) 2x-y-5=0.2.2)Qx b) 3x—y+10=0;¢) 2x—y—-10=0;

3x—

4 3x+2y-6=0,1,

4.3.4.

s dhéna ﬁron a= 15 ¢ =9, kurse prej gjysméboshtit té vogél

. Pérgjigie: £, Y _ . 2. Udhézim: shikoje shembullin e zgjidhur 3,
225 144
. 4. Udhézim: shikoje shembullin e zgjidhur 6. Pérgjigje: 9 LI
145 16

* +¥ _|. 6.a)Zgjidhje: pasi pikave M(2,1) dhe N(1,2) koordinatat e kénagin
barazimin e elipsés p2x? + 4’ y* = a2 (2 + 2 = 1) dm.th. 4° +0-a° =a’h” = a® = 4 dhe
: a b

| I-hg+4a2:azb3=>b3=16,pra E;;‘;+L:|;b}f_+£=|. 7.52_@‘2;,_.%. 8. Udhézim: sé
4 16 25 9 3
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225 144
B,(0,12), B,(0,~12), F,(-9,0) dhe F,(9,0). 9.Udhézim: Nése éshté dhéné pika M( x,, y, ) dhe elipsa
E:b*x* +a*y? =a’b?, atéheré b’x* +a’y,* mund té jeté mé e madhe, e barabarté ose mé e vogél se zero, pra
pika M éshté jashté, shtrihet né elipsé, éshté piké e brendshme e elipsés. Pérgjigje: a) M € E ; b) ajo éshté piké e
jashtme; ¢) piké e brendshme. 10. R=24 m *. 11. Udhézim: nése boshti i vogél prej fokuséve shikohet nén kéndin

e drejté, atéheré b=c. Me zgjidhjen e sistemit a=+6
va® -b> =b
12. (a,b), (-a,b), (-a,-b), (a,-b), béje vizatimin. 13. M, (0,-6), M,(5,4;4.8).

2 2
pari formo barazim té elipsés sipas elementeve t& dhéna e cila éshté X _ 4 Y _|. 4,(-15,0), 4,(15,0),

v

ra
—
oo

, fitohet @* =6 dhe b? =3,pra £:3

4.35.

La) M, (%%) dhe Mz(__i.,—g);b) M(3,0)- pika prekése;c) INE = .2.a
b) INE ={M,M,},ku M,(0,~6),M,(5,;48). 3.a) |n| <5v2;b)
4. k=%1. 5.a) x> +25y* =25;b) 3x* +16y? =48 .6.8x* +17p” = a=10,b=5,D(83).

8.2) y=5,x+4y—25=0;b)x—-4y+4=0,x+2y+4 9, 25x* $225y% =5625.

kushtit pér prekje té drejtézés dhe elipsés fitojmé éher€ tangjentat jané j — = x+5-
2

5

10. Udhézim: prej barazimit t€ drejtézés, j = _E' kurse prej ¢ elipsés kemi g° =10,5% = o Prej
2

16x-15y+100=0.2.3a) t:x+y-5=0,n:x-y~3=0;
6=0 c)t:x+2y-8=0,n:2x~-y-1=0.

etg_y = j;_z’n_(] -x) prej ku y, =0, gé do té thoté se normalja kalon népér
X

36 45

kulmi i shirihet n8 boshting, 4. =45 8. p=il 6 Po;nommaljaehie?. ¥, 0
5 2

+259 =100;b)dx? +225y? =500. 9.a) X . X" _|1b) 1637 +25y" = 400.
64 12

-10,15).
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4.3.7.

-

L. a) 4x’ -9y? =144;b) 16x* —9y* =144; c) Udhézim: shfrytézoje se g:i:ﬂd_m.lh‘
a a

A 64 2 = 5 2 2
LFL LS.,preJku b*=36.yg.X Y _,. 2.a}a:3,b=4,1:[(_5,(}},F:(5,0},y=¢ﬁ
8 4 64 36

b) a=4,b=1,F (- J_O) E; 17, 7,0), x 3. Udhézim: Zgjidhe sistemin {3602 ~b’ =a’h’ sipas t&
2 64a’ —8b> = a’b?

panjohurave a” dhe b”. H :32x? - 4y* =148 . 4. a) Zgjidhje: Nése pika M prej bashkésisé éshté ndérmjet té

dy degéve t€ hiperbolés, lehté arrihet deri te pérfundimi se éshté MF, — MF, < 2a, prej ku vijon se

b’x* —a’y’ —a’b’ <0 dmth. b>x> —a’y* < a’b” ; b) Nése M &shié né njérén prej degéve té hiper-

bollés, atéhers MF, — _AE > 2a , prej ku vijon se b’x? —a’y? —a’h® > 0, dm.thdb’x 2’ YA a’b? .

X y
5. Zgjidhje: Barazimi i hiperbolés H fokusét e sé cilés jané né boshtin y éshté H x_* "}"':? = Jdose
Nt

—<—=—1, ku b &hté gjysmeboshti real, kurse a gjysméboshti imagjinar, Formgji barazimet
b
5 2 2 - 2 3 5
¢=50,b=32 dhe a’ =c*-bh*>=1476, domethéné X__ ¥ A.6% Y _josex’-yt=4.
64 1476 4 4
7. Udhézim: shikoje zgjidhjen e detyrés 4. a) t€ hiperbolés; b)aé hiperbolé; dhe c) jashta hiperbolés.

8. Udhézim: pasi ), _ iﬂx éshté asimptoté, atéheré «2_= 1g60° €tipa) X* =3y =9; b)3x? - y? = 36.

9. Udhézim: sé pari Cakto_]l fokusét e elipsés F(—4,0ydhe F} 3(4.0) , atéheré fokusét e hiperbolés jané

Fi=(~4,0) dhe F,'(4,0) ey. _..’_2'=1. 10.2) 9x* <46y =144;b) 25x* ~144y” =3600. 11.2) M,(-9,0),
4 1

M,(~15,-8);b) M,(6,2), M(l_“_i)

4.3.8.

1. a) Nuk kané pika té pérbashkétag b) Nuk kané pika t€ pérbashkéta; c) Priten; ¢) Drej téza é‘sh‘ré tangjenté,
2. 2) T(5,2):b) T(2.3),0) T#3); ) T103). 3.2) M,(-2,0) dhe 4y (- A9 3 5:0) M(__ 4)s M, (=13, 36)-

4a)|m|>5 b) |m| = Z,C)Imlf—. 5.4,:x=y-1=0,t,:9x+5y-23= o 6.1:3x-2y+4=0.
T.1:2x- y 3P0 N8, 857 -9y" =72. 9. m=4. 10. m=2.

4.3.9.

l.a)t::_x+y—l:0;b)r:7x+4y—l=0;c)r:x+y+l=0A 2. Udhézim: caktoji piképrerjet (shikoje
shembulﬁnezgjidhur3).;l:x—y—2:0,rz:x—y+2=O.3-t:15x+8y+54:0.

4. Udhézim: pasi T € /, cakto ordinatén e pikés T. H :4x*> —16y> = 64.

5. 1:5x—6y-32=0,n:6x+5y-75=0. 6. n:4x+9y—-48=0. 7.P(8,-5). 8. x?-4y*=4.

9. V3x—y+15 =0; DI(_ﬁ‘S/__S,_.B_‘iI.S_) dheDz{g,%ri)-
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4.3.10.

1.a) _],-2 =6x:b) y* =16x. 2. Udhézim: prej parabolés P:y2 =8x, fitojmé se ~‘5—= 2 dhe

J(x=2)? +8x =10, atéheré x, = 8, kurse x, =—12 nuk merret parasysh (pse?), kurse pér y = 8, pra

11 1o 9 9 ,
M, (8,8)dhe M,(8,-8) . 3.2) p=— F(—,0):b)¢) p=—,F(=,0):¢) p==,F(-,0) 4.2) =16x;
i€ ,(8,-8) p=e (10 ) P=7 (8 )i%) p 5 {4 ) y

b) y? =-20x;¢) y* =3x. 5.a) p=2,F(L0) y* =20x;b) )’ =%§x:c) y* =-10x;¢)
6.a) D) y? =—E_x;c) 3 _27 .. 7.a) M, shtrihet pasi éshté 6> =9-4. b) M, n ,
3 3 7 )

1 S€ fokusét e

elipsés F|, F,. Detyra ka dy zgjidhje pér parabolat y* =16xdhe y* =-16x.
11 M,(—%,«B) dhe M2(2§.4}-

4.3.11.

shfrytézoje kushtin pér pr e parabolés. f, :x—y+2=01¢:x-3y+18=0.

9, J,»: = 85% x. 10. Ud : shKruaji barazimet e té dy tangjentave prej pikés P t€ parabolés P, kurse pastaj

e.a) =90 ;b) ¢=45 .11. ¢, :3x+y+1=0;1,:x-3y+27=0.

4.3.12.

dhézim: prej barazimit té parabolés cakto ordinatén y,.a) f:4x—4y+7=0;

-2y+5=0;¢c) t:3x+2y+4=0;¢) Sx+4y+10=0. 2.a) T(%,—Z); b) 7(20,-10);

c) T(4,-2); 2 T(%j). J.aya=45:;b)a=120 . 4. M(%‘_,l.l_ﬁ‘é}. S5.a) n:4x+7-18=0;

b) 4x+y—-9=0;¢) 2x-2y—15=0. 6.P(-6,1). 7. Udhézim: shikoje shembullin e zgjidhur 4.
t,:x+y+2=0dhet,:x—y+2=0. 8¢ :x+3y+15=0dhe r, :x-3y+15=0.
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DETYRA PER PERSERITJE DHE PERFORCIM 4.3

1. a) nuk shtrihet; b) shtrihet; ¢) shtrihet; ¢) nuk shtrihet. 2.a) K : x> + yz =9;
b) K:x*+y*—4y-21=05) K :16x* +16y* =32x+16y+11=0;¢) K: x> +y? +6x=7=0.

3. K, :x" +y* +8/2x+4y =0 dhe K, : x> + y* —842x+4y = 0. 4.Udhézim: Provo pikat a jané

kolineare (shtrihen né drejtézén e njéjté), né kété rast nuk éshté pércaktuar vija rrethore.

a) K:x2+y2 +6x+2y—31=0;b)K:xz+y2-6x—8y=0. 5.a)r=10,p=0,g=2;b)»

p=1,q=-1; q)r=2,p=%,q=%.6.K:x2+y2—16x—4y+52=0.7.K:(x+3)2+(y
8. K:(x-2’+(»+3)’=9. 9. K:(x+4)>+(»+2)2=16. 10. K:(x-3)* +
LK, :(x-2)* +(y+3)> =25. 12./,:2x—y—6=0. 13.Udhézim: caktoje

t,:y-2=0,¢t:3x+4y-5 :0 dhe ¢, .x—l =0. 15.¢ = 90" (ai éshté ke
té konstruktuara prej pikés P).  16.K : (x—5)* +(y—3)* =9.
17. Udhézim: Caktoji piképrerjet e dy vijave rrethore, kurse pasta

rrethore. Né rastin @@ = 90" (vijat rrethore né kété rast

by X x* 169y =pie) X > 3l +_:_=] 19. 4, (-5, 0,-4),B,(0,4), F,(-3,0) dhe F,(3,0).

]UD 2500 144 100
20. pr2fgydhe pr (—2 /60, 21 M AR, ,(—48:-48). 22. n=%12. 23. x+y+10=0
3 3

24.t, :x-5y+9=0dhe t, : x+ y— .
28. M(2,£4). 29. Udhézim: Shikoj ézimin e detyrés 17, @ =90°.30. 1, : x— y+3 =0 dhe

5Lix+y+3=0. 3L ¢ ;

e do té fitosh: a) elipsén 9x* +4y° =144; b) E : 25x° +9y2 =225
x*=4y® =20;b) 100x* -576y* =57600:¢) x* —y* =16. 35.

0y® =60. 37.a) M,(-3,0)dhe M, (5,8);b) M(2,3); c) nuk kané pika t&
¢ imagjinare). 38. ) x* — y* =144:;b) 7x? -33? =148.39. m=+1. 40. m=+5.
42, :2x-3y+1=0dhes, : 2x+3y+1=0.43. f, : x—y+1=0 dhe

. 44. p=90". 45.a),b),c) hiperbola. 46.48x* +64y* =3072. 47.a) F(-2,0),x = 2

Kuadroji dhe rregulloji ba

P:y3=18x;b}P:y2=—5x 50. a)M(OO)M (— 1; b)M(S ZS)M( 14). 51.a) M, (2,+2) dhe
M, (8,+4);b) M(2,:+4);¢c) M(6,46).52. P: ) =12x. 53. B(8, -3) 54 a) 9=90;b) ¢ =90".
55-3);f32x+y+5=0:b)r:y=j:%xi—2-;c‘;r:y=ix:}:4;c)t:y=i2x12.56.a),b),c}parabola.
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